
Colles - planche 05

Thèmes abordés : ensembles et applications.

1 Questions de cours

Question de cours. Soient E, F , G trois ensembles, f : E ÝÑ F et g : F ÝÑ G.
1. Supposons que f et g sont injectives. Montrer que g ˝ f est injective.
2. Supposons que f et g sont surjectives. Montrer que g ˝ f est surjective.
3. Supposons que f et g sont bijectives. Montrer que g ˝ f est bijective.

Question de cours. 1. Soit (Ai)iPI une famille de parties d’un ensemble E. Définir la réunion
Ť

iPI Ai et l’intersection
Ş

iPI Ai de ces parties.
2. Soit A et B deux parties de E. Montrer que (AzB) Y (BzA) = (A Y B)z(A X B).

Question de cours. 1. Donner des exemples d’applications : injectives et non surjective, surjective
et non injective, ni surjective ni injective, bijective.

2. Montrer que l’application sh est une bijection de R sur R, et déterminer sa fonction réciproque
en terme de la fonction ln.

Question de cours. Montrer par double inclusion l’égalité d’ensembles
␣

(x, y) P R2
ˇ

ˇ 4x ´ y = 1
(

= t(t+ 1, 4t+ 3) : t P Ru .

Question de cours. Montrer par double inclusion l’égalité d’ensembles
␣

t ÞÝÑ Aet +Be´t : (A,B) P R2
(

=
␣

t ÞÝÑ A ch(t) +B sh(t) : (A,B) P R2
(

.

Question de cours. 1. Donner les définitions d’image directe et d’image réciproque d’une partie
par une application.

2. Soit E et F deux ensembles, f P FE , A P P(E), B P P(F ). Comparer A et f´1(f(A)), B et
f(f´1(B)).

Question de cours . Soit E et F deux ensemble, f P FE , A1, A2 P P(E), B1, B2 P P(F ) telles que
A1 Ă A2 et B1 Ă B2.

1. Comparer f(A1) et f(A2).
2. Comparer f´1(B1) et f´1(B2).

2 Ensembles

Exercice 1 . Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Montrer que A = B si et seulement si
A Y B = A X B.

Exercice 2 . Soient A, B et C trois ensembles. Montrer que A Y B = A X C si et seulement si
B Ă A Ă C.
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Exercice 3. Soient A, B et C trois ensembles tels que
"

A Y B Ă A Y C
A X B Ă A X C

. Montrer que B Ă C.

Exercice 4. Soient E et I deux ensembles. Pour tout i P I, on considère Ai et Bi des parties de E
vérifiant Ai Y Bi = E. Montrer que

E =

(
ď

iPI

Ai

)
ď

(
č

iPI

Bi

)
.

Exercice 5. 1. Soit a un élément. Décrire l’ensemble P(P(tau)).
2. Etant donné A et B deux parties d’un ensemble E. Justifier que :

(EzA) z (EzB) = BzA.

Exercice 6. Soit E un ensemble. Pour tout (A,B) P P(E)2, on appelle différence symétrique de A et
B l’ensemble

A∆B = (AzB) Y (BzA).

Soient A, B et C trois parties de E. Montrer que :
1. A∆B = (A Y B)z(A X B).
2. A∆B = A∆C ðñ B = C.
3. AzB = A ðñ BzA = B.
4. A∆B = A X B ùñ A = B = H.

Exercice 7. Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Résoudre l’équation AXX = B d’inconnue
X P P(E).

Exercice 8. Soit E un ensemble. On appelle fonction caractéristique d’une partie A dans E l’appli-
cation :

1A : E ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

1 si x P A
0 sinon

Soient A et B deux parties de E. De quels ensembles les fonctions suivantes sont-elles les fonctions
caractéristiques ?

1. mint1A, 1Bu ;
2. maxt1A, 1Bu ;

3. 1A.1B ;
4. 1 ´ 1A ;

5. 1A + 1B ´ 1A.1B ;
6. (1A ´ 1B)2.

Exercice 9. Soit X, Y et Z trois parties d’un ensemble E. On note
A = (X Y Z) X (Y Y Z) et B = (X X Z) Y (Y X Z).

1. Montrer que A = (X X Y ) Y B.
2. En utilisant la question précédente, compléter l’assertion suivante (on ne demande pas de justi-

fication) :
A = B ðñ X X Y Ă ......

3. Montrer que A = B.

Exercice 10. Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que
(AzB) Y (AzC) = Az(B X C).

Exercice 11. Montrer par double inclusion l’égalité
"

R ÝÑ R
t ÞÝÑ Aet +Be´t : (A,B) P R2

*

=

"

R ÝÑ R
t ÞÝÑ A ch(t) +B sh(t) : (A,B) P R2

*

Exercice 12. Soit E un ensemble. Soit A, B et C des parties de E.
1. Démontrer la relation (A Y B) X C Ă A Y (B X C).
2. Etablir qu’il y a égalité dans l’inclusion précédente si et seulement si A Ă C.
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3 Généralités sur les applications

Exercice 13. Soit f une application de P(E) dans R. On suppose que, pour toutes parties A et B
de E,

A X B = H ùñ f(A Y B) = f(A) + f(B).

Montrer que, pour toutes parties A et B de E,

f(A Y B) = f(A) + f(B) ´ f(A X B).

Exercice 14. Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F . Montrer que pour tous
A Ă E et B Ă F ,

f(f´1(B) X A) = B X f(A).

Exercice 15. Soit E un ensemble et f : E ÝÑ E. Montrer que f est bijective si et seulement si pour
tout partie A de E, f(A) = f(A) (pour tout B P P(E), on note B le complémentaire de B dans E)

4 Applications injectives, surjectives, bijectives

Exercice 16. 1. Soit (a, b) P R2. Factoriser a3 ´ b3.

2. Soit (a, b) P R2. Développer et simplifier l’expression
(
a+

b

2

)2

+
3b2

4
.

3. Montrer que l’application f : R ÝÑ R
x ÞÝÑ x3 + 2x+ 1

est injective.

Exercice 17. Soit f : R ÝÑ [´1, 1]
x ÞÝÑ sin(πx)

.

1. Déterminer f´1(t0u).
2. Déterminer f´1([ 12 , 1]).

Exercice 18. Soient E, F et G trois ensembles. Soient f : E ÝÑ F , g : F ÝÑ G et g : G ÝÑ H trois
applications. Montrer que si g ˝ f et h ˝ g sont bijectives, alors f , g et h sont bijectives.

Exercice 19. Soient A, B deux parties non vides d’un ensemble E. Soit

f : P(E) ÝÑ P(A) ˆ P(B)
X ÞÝÑ (X X A,X X B)

1. Montrer que f est injective si et seulement si A Y B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si A X B = H.
3. Quand f est bijective, déterminer f´1.

Exercice 20. Soit A une partie d’un ensemble E. On pose

χA : E ÝÑ t0, 1u

x ÞÝÑ

"

1 si x P A
0 si x R A

Montrer que :
f : P(E) ÝÑ F(E, t0, 1u)

A ÞÝÑ χA

est bijective.

Exercice 21. Soient E, F et G trois ensembles, f : E ÝÑ F et g : F ÝÑ G deux applications.
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1. Montrer que si g ˝ f est surjective et g est injective, alors f est surjective.
2. Montrer que si g ˝ f est injective et f est surjective, alors g est injective.

Exercice 22. Soient E et F deux ensembles, f : E ÝÑ F une application.
1. Justifier que pour toutes parties A et B de E, f(A X B) Ă f(A) X f(B).
2. Montrer que f est injective si et seulement si

@(A,B) P (P(E))2, f(A X B) = f(A) X f(B).

Exercice 23. Soient E et F deux ensembles, f : E ÝÑ F une application. Monter que f est surjective
si et seulement si, pour tout ensemble G et toutes applications g : F ÝÑ G et h : F ÝÑ G, on a
l’implication :

g ˝ f = h ˝ f ùñ g = h

Exercice 24 (Théorème de Cantor). Soit E un ensemble. On souhaite démontrer qu’il n’y a pas de
surjection de E sur P(E).

1. Soit f : E ÝÑ P(E). Posons A = tx P E | x R f(x)u. En raisonnant par l’absurde, montrer que

@x P E, f(x) ‰ A.

2. Conclure.

Exercice 25. On considère les applications :

f : N ÝÑ N
k ÞÝÑ 2k

et g : N ÝÑ N

k ÞÝÑ

"

k/2 si k est pair
(k ´ 1)/2 sinon

1. Etudier l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et de g.
2. Préciser les applications g ˝ f et f ˝ g. Etudier leur injectivité, surjectivité et bijectivité.

Exercice 26. Soit f : N ÝÑ Z

n ÞÝÑ

"

n/2 si n est pair
´(n+ 1)/2 sinon

.

1. Justifier que f est bien définie (ce qui signifie que pour tout n P N, f(n) P Z ici).
2. Montrer que f est bijective.

Exercice 27. Soient E et F deux ensembles, f : E ÝÑ F une application. Montrer que :
1. f est injective si et seulement si pour toute partie A de E, A = f´1(f(A)).
2. f est surjective si et seulement si pour tout partie B de F , f(f´1(B)) = B.

Exercice 28. Soient E et F deux ensembles, f : E ÝÑ F une application surjective. On pose, pour
tout i P F , Ai = f´1(tiu). Montrer que les Ai sont non vides, deux à deux disjoints et de réunion
égale à E.

Exercice 29. Soit D = Rztπ
2 + kπ, k P Zu. On pose φ : RR ÝÑ RD

f ÞÝÑ f ˝ tan
.

1. Montrer que φ est injective.
2. φ est-elle bijective ?

Exercice 30. Soit E un ensemble et f : E ÝÑ E telle que f ˝ f ˝ f = f . Montrer que f est injective
si et seulement si f est surjective.
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Exercice 31. On considère l’application f : R3 ÝÑ R2

(x, y, z) ÞÝÑ (2x+ y ´ z, x+ 2y + z)
.

1. La fonction f est-elle injective ? surjective ? Si f est bijective, déterminer f´1.
2. Déterminer f(R3).

Exercice 32. On considère l’application f : R2 ÝÑ R3

(x, y) ÞÝÑ (x+ y, 3x ´ y, 2x+ y)
.

1. La fonction f est-elle injective ? surjective ? Si f est bijective, déterminer f´1.
2. Déterminer f(R2).
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