Intégration

Chapitre 18 - Intégration sur un segment

Comment définir correctement l'intégrale d’une fonction f sur un segment [a,b] 7 Comme aire de
la figure délimitée par la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d’équation z =a et x =57
Mais quel sens donner a la notion d’aire?

On peut donner une premiére approximation de 'aire d’une figure par la somme de figures plus
élémentaires (ici des rectangles) approchant.

C’est 'idée retenue ici : on va "approcher" une fonction continue f par une fonction "en escalier"
(dont il sera facile de définir I'intégrale), puis définir a I’aide de cette approximation l'intégrale de
la fonction f.

Premiére partie

Intégration d’une fonction escalier

1 Subdivisions

Définition — Soient a,b € R tels que a < b. On appelle subdivision du segment [a, b] toute

suite finie o = (g, ..., x,) de réels vérifiant : a =g < 27 < --- <z, = b.
Soit o = (xy, ..., 2,) une subdivision du segment [a,b]. On dit que

® Ig,...,T, sont les points de la subdivision o,

e {xg,...,2,} est le support de la subdivision o, et on le note supp(c).

On dit que la subdivision o est réguliére lorsqu’il existe h > 0, n € N* tel que
Vi € {]_,...,TL},Ii — X1 = h.

—Qa

Si c’est le cas, on dit que h est le pas de la subdivision et on a h =
tout i € {0,...,n},

. Enfin, dans ce cas, pour
n

. b—a
ri=a+ith=a+1 }
n

Remarque : Choisir une subdivision d’un segment revient & le couper en plusieurs morceaux.

Définition — Soit b, a € R tels que b > a. Soit 0,0’ deux subdivisions du segment [a, b]. On dit

que o est plus fine que o’ lorsque supp(c’) C supp(o) c’est-a-dire lorsque tout point de o’ est un
point de o.
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Exemple : Dans cet exemple, 0y, 09 et 03 sont trois subdivisions du segment [0, 1]. La subdivision
0o est réguliére, de pas 0,2. La subdivision o; est plus fine que la subdivision o3.
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Proposition. Soit 01,09 deuz subdivisions de [a,b]. Alors il existe une subdivision o de [a,b] plus
fine que oy et o5.

Preuve. 11 suffit de noter o la subdivision de support supp(o1) U supp(os). Alors clairement, o est
plus fine que o et o».
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2 Fonctions en escalier
Définition — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — R.
On dit que f est une fonction en escalier sur [a, b] lorsqu’il existe une subdivision o = (zo, ..., x,)

de [a, b] telle que pour tout i € {1,...,n}, f est constante sur |x;_1, z;[.

Si f est une fonction en escalier sur [a,b], on appelle subdivision adaptée a f toute subdi-
vision o = (xq, ..., x,) de [a, b] pour laquelle pour tout i € {1,...,n}, f est constante sur |z;_1, z;[.

On note &([a, b]) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].
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Exemples : Les fonctions suivantes sont en escaliers :
e Les fonctions constantes sur un segment,
e La restriction de  — [z & n’importe quel segment.

Remarque : Soit f une fonction en escalier sur [a, b]. Soit ¢ une subdivision adaptée a f. Alors
toute subdivision ¢’ plus fine que o est également adaptée a f.

Pour les fonctions en escalier, il est facile de définir I'intégrale comme étant "l’aire sous la courbe" :
il suffit de faire la somme des aires de rectangles, comptées de maniére algébrique (avec une aire
négative si le rectangle est "sous 'axe des abscisses").

Proposition et définition — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € &([a,b]). Soit 0 =

(xo, ..., 2,) une subdivision adaptée a f. Pour tout i € {1,...,n}, notons ¢; la valeur de f sur

[®i1, Z4-

Alors le nombre réel Y ¢;(x; — 2;_1) ne dépend pas du choix de la subdivision o adaptée a f. On
i=1

lappelle intégrale de f sur [a, b], et on le note f[a oS-

Par définition, on a donc
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3 Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

Proposition. Soient a,b € R tels que a < b. Soient f,g € E([a,b]), alors, pour tout A\ € R, la
fonction f 4+ Mg est en escalier sur |a, b.

Preuve : 11 suffit de considérer une subdivision o = (z, ..., z,) adaptée a la fois & f et & g. Alors
pour tout i € [1;n], f et g sont constantes sur [z;_1,z;] donc f + Ag 'est également pour tout
AeR. O

Proposition. Soient a,b € R tels que a < b. Soient f,g € E([a,b]) et A € R. Alors :
— (linéarité) f[a’b](f + A\g) = f[a,b} [+ Af[a,b] g
— (positivité) si f > 0 sur [a,b], alors f[a g/ =0
— (croissance) si f > g sur |a,b], alors f[%b} f> f[a’b} g.

Démonstration : Soit o = (xg, x1, ..., 2,) une subdivision de [a, b] adaptée a la fois & f et g. Alors
o est adaptée a f + Ag. Pour tout i € [1;n], notons ¢; la valeur de f sur |x;_1; 2], et d; celle de g.
Alors f + Ag vaut ¢; + Ad; sur |x;_1, z;[. Ainsi :

n n

/ (f+A9) =) (ci+ M) (@i —wi1) = Y (cilws — 251) + Myl — 2101))
[a,b] i=1 i=1
:Zci(l’i—Ii_1)+AZdi($i_Ii—l) = f+)\/ g
i=1 i=1 [a,b] [a,b]

Si on suppose f > 0 sur [a, b], alors pour tout i € [1;n], ¢; > 0, et puisque z; — x;_1 > 0, alors
f[a b f > 0 car c’est une somme de termes positifs.

Enfin, si on suppose f > g sur [a, b], alors f—g est une fonction en escalier sur [a, b] telle que f—g > 0
sur [a, b], donc d’aprés la positivite, f[a b](f —g) > 0. Or, par linéarité, f[a b](f —g) = f[a . f— f[a 5 -
On obtient donc f[a ol = f[a o - O
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Deuxiéme partie
Intégration d’une fonction continue sur un
segment

1 Approximation des fonctions continues par des fonctions
en escalier

Proposition. Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%([a,b],R).
Alors pour tout € > 0, il existe deux fonctions ¢., ). en escalier sur |a,b] vérifiant :

1.V € [a,b], ¢(x) < f2) < Ye(2)
2. Vx € [a,b],0 < ¢ (x) — g () <€

Preuve : On admet ce résultat dans le cas général.
Traitons le cas ou f est lipschitzienne sur [a, b] : il existe L € R tel que

Yo,y € a 0], |f(z) = f(y)] < L]z —yl.

Posons h = % et notons o = (o, ..., x,) la subdivision réguliére de pas h (de [a,b]).
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Notons ¢. et 1. les fonctions en escalier définies sur [a,b] de la maniére suivante : soit i € [1;n].
La fonction f étant continue sur le segment [x; 1, x;], elle atteint un minimum ¢; et un maximum
d; sur ce segment. On pose alors ¢.(x) = ¢; et ¥.(x) = d; pour tout x € [z;_1, x;[. Enfin, on pose
= (b) = f(b) et :(b) = f(D).

Par construction , pour tout x € [a,b], ¢.(x) < f(z) < Y. (z).

Enfin, soit x € [a, b].

Siz =b, Qﬂa(lﬂ) - ¢E<$) =0<e.

Si & # b, il existe un unique i € [1;n] tel que x € [x;_1, ;. Le minimum de f sur le segment
[z;_1,x;] est atteint en un point noté a;, et son maximum est atteint en un point noté b;. Alors par

deéfinition, ¢.(x) = f(a;) et Y.(x) = f(b;). Donc
Ve(r) — ¢e(x) = f(bi) — f(a;) < L|by —a;] < Lh =¢

car f est L-lipschitzienne et |b; — a;| < h car b;, a; € [x;_1, ;] et la longueur du segment [z;_1, x;
est h.
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Par conséquent,
Ve(x) — ¢e(v) < €

pour tout x € [a, b].

2 Intégrale d’une fonction continue

Théoréme — Soit a,b € R avec a < b. Soit f € C°([a,b], R).
Notons

z+:{/[a7b]¢ ‘ W € £(la,B]), wzf} “ I:{/M¢ ’ ¢e€([a,b]),¢§f}.

Alors Z7 admet une borne inférieure, Z~ admet une borne supérieure, et
infZ" =supZ-.

Ce nombre réel est appelé intégrale de f sur [a, b] et est noté f[a . f : par définition, on a donc

f=infZ* =supZ .
[a.b]

Preuve : 1. Montrons dans un premier temps que ZT, respectivement Z~, admet une borne
inférieure, respectivement supérieures en montrant que c’est une partie de R non vide et
minorée, respectivement majorée.

La fonction f est continue sur le segment [a, b], donc est bornée sur ce segment. Soit m un
minorant de f sur [a,b], et M un majorant de f sur [a,b]. Considérons les fonctions ¢, et
Y définies sur [a, b] par @, (z) = m, ¥ (xz) = M. Les fonctions ¢, et ¢y, sont des fonctions
en escalier sur [a, b] (car elles sont constantes sur [a, b]), et on a ¢, < f < ;. On en conclut
alors que

/ ©m € 7" et ¢M c I+,
[a,b] [a,b]

ce qui montre que les ensembles Z~ et ZT sont non vides.

Montrons maintenant que Z" est minorée et que Z~ est majorée.

Soit £ € ZT : il existe une fonction v en escalier sur [a, b] telle que ¢ = Vet > f.

[a,b]
Comme f > ¢,,, on a donc ¥ > ¢, et ces deux fonctions étant en escalier sur [a,b], la
croissance de I'intégrale d'une fonction en escalier donne :

/ wZ/ Om C'est-a-dire 62/ D,
[a,b] [a,b] [a,b]

ce qui montre que Z* est minorée.
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On montre de méme que Z~ est majorée.

Par conséquent, 'ensemble Z" est une partie de R non vide et minorée, donc cet ensemble
admet une borne inférieure. De méme, Z~ est une partie de R non vide et majorée, donc cet
ensemble admet une borne supérieure.

. Montrons enfin que inf Z+ = supZ~. Pour cela, on procéde par double inégalité.

Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier sur [a,b], telles que p < f et f <. On a alors

v < 1), et la croissance de l'intégrale des fonctions en escalier donne : p < . Cette
[a,b] [a,b]

inégalité étant vraie pour toutes les fonctions v en escalier avec ¢ > f, alors © minore
[a,0]

I+, donc / o <infZT.
[a,b]

Cette derniére inégalité étant vraie pour toute fonction ¢ en escalier avec p < f, cela montre
que inf Z+ majore Z—, d’ott 'on conclut que

supZ~ <infZ".

Montrons maintenant 'inégalité réciproque. Pour cela, on utilise le théoréme d’approximation
des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier.

Considérons un réel € > 0 et deux fonctions en escalier sur [a, b] ¢, et V. telles que . < f < 1),

et Y. —p. L e.
On a donc en particulier, 1. < . + €, et ces fonctions étant en escalier, la croissance de
I'intégrale donne :

/ Ve S/ (pe +¢€) ou encore / e S/ ¢ +e(b—a)
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Or, 1. est une fonction en escalier telle que ¥, > f, donc

Y. € ZT, donc Y. > inf 2.
[a,b] [a,b]

De méme, / w. <supZ~. On obtient donc :
[a,b]

infZ* <supZ~ +¢(b—a)

Cette inégalité étant vraie pour tout réel € > 0, on obtient, en faisant tendre ¢ vers 0 par
valeurs supérieures,
infZ* <supZ-.

Finalement, on a montré par double inégalité que

infZt =supZ~.
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3 Propriétés de l'intégrale

3.1 Linéarité

Proposition. Soient a,b € R tels que a < b. Soit f,g € C°([a,b],R),\ € R, Alors

/ (f + Ag) = f+A/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

Preuve : Soient 1 et 15 deux fonctions en escalier telles que f <y et g < 9. Alors ¢ + 1)y est
une fonction en escalier telle que f + g < 11 + 19, donc par définition de 'intégrale de f + g,

[ o< v
[a,b] [a,b]

Par linéarité de I'intégrale d’'une fonction en escalier, on en déduit alors

[ Gros| w+| v
[a,b] [a,b] [a,b]

/ (f+9)— Py < Uy
[a,b] (a,b] [a,b]

et cette derniére inégalité est vraie pour toute fonction 1/, en escalier telle que f < 1)y.
Or, par définition de l'intégrale de f,

ou encore :

r=int{ [ w]veetat) vz},
[a,b] [a,b]

On en déduit que :
[ o[ w<[ g
[a,b] [a,b] [a,b]

et cette derniére inégalité se ré-écrit :

_ <
/[a U9 /[ EER

et est valable pour toute fonction 1) en escalier telle que vy > ¢, donc, par définition de 'intégrale

de g, on obtient :
/ (f+g)—/ fé/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

A,b]<f+g)§4,b]f+4,b]g

L’inégalité réciproque s’obtient de la méme maniére, en considérant deux fonctions en escalier ¢
et oy telles que 1 < f et py < g. On en déduit alors I'égalité par double inégalité.

ou encore

Considérons maintenant une fonction en escalier ¢ telle que ¥ > A f. Distinguons suivant le signe

de A :



Intégration

— si A >0 : alors %w est une fonction en escalier et %@D > f, donc on peut écrire :

1 / 1
sLoo=[ Ju= ]
A Jiay fab] A [a.b]

En multipliant par A > 0, on obtient alors :

v=>Al f

[a,b] [a,b]

et cette inégalité est vraie pour toute fonction v en escalier telle que v > X f, donc, par

définition de l'intégrale de A f :
| arzaf g
[a,b] [a,b]

De la méme maniére, en considérant une fonction ¢ en escalier telle que ¢ < A f, on obtient
/ A< A f, d’ott 'on déduit :
[a,b] [a,b]

/ Af=x[
[a,b] [a,b]

— si A <0 : alors %w est une fonction en escalier et %¢ < f, donc, de méme que précédemment,

on obtient : ) )
sLoe=[ se<| s
A /[a,b] fab] A [a,b]

En multipliant par A < 0, on obtient alors
v=A [ f
[a,b] [a,b]

et on conclut alors de la méme maniére que précédemment. L’inégalité réciproque se démontre
de la méme fagon.

— si A =0 : alors le résultat est clairement vrai.

3.2 Positivité et croissance

Théoréme — Soient a,b € R tels que a < b, soit f € C%([a,b],R). Si f > 0 sur [a,b] alors
f[a,b} f 2 0

Preuve : Supposons f > 0 sur [a,b]. Notons ¢ la fonction nulle sur [a,b]. Alors ¢ € E([a,b]) et
¢ < f. Par définition de f[a’b] f, f[a,b] o < f[a’b} f
Or f[a y @ =0car ¢ =0, d’ott le résultat. O

Théoréme (corollaire) — Soient a,b € R tels que a < b. Soient f,g € C°([a,b],R). Si f > g
sur [a,b], alors [, f > [, 49

Preuve : Supposons f > g sur [a,b]. Alors f — g € C%([a,b],R) et f —g > 0 sur [a,b], donc :
f[mb](f - g) > 0.
Par linéarité : f[a’b] f— f[a,b] g > 0, donc f[a,b] f> f[a,b} g. O

9
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Exemple : Montrer que la fonction

frozw e dt
[0,1]

est croissante sur R.
Soient z,y € R tels que x < y. Pour tout ¢ € [0,1], > > 0 donc

t?x < t?y.
Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que e’ < vt pour tout t € [0, 1].

Les fonctions g, : t — e et Gy it ev® sont continues sur le segment [0, 1] et vérifient g, < g,.
Par croissance de l'intégrale sur un segment, on en déduit

| ez g done @) <0
[0,1] [0,1]

La fonction f est donc croissante sur [0, 1].

3.3 Stricte positivité QO

Théoréme — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C°([a,b], R). On suppose f > 0 sur [a, b].
Alors

=0« f=0.
[a,b]

Remarques :
e Attention aux hypothéses!
e En d’autre termes, si f est continue, positive sur [a,b] et si f n’est pas la fonction nulle, alors

f[a,b]f>0
Preuve : 1. f=0 = f[ab]f:()

2. Supposons que f n’est pas la fonction nulle sur [a, b]. Montrons que f[a b f#0.

Puisque f # 0, il existe xy € [a, b] tel que f(xg) # 0, et puisque f > 0, alors f(xy) > 0.
La fonction f étant continue lim f(x) = f(zo) donc :
T—rT0

Ve > 0,3h > 0,Vz € [a,b], |z —zo| <h = |f(zx) — f(z0)] < e

f(xo

Prenons ¢ = =——= alors il existe h > 0 tel que pour tout x € [a,b] N [xg — h,xo + h], on

~—

2
ait | f(z)— f(xo)] < %f(xg). En particulier, f(x) > %f(xo) pour tout x € [a, b]N[zo—h, zo+h].

Considérons la fonction ¢ : [a,b] — R définie sur [a, b] par :

¢<x>—{ SH(an) si o — o] <

0 sinon

10
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Alors ¢ est une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ < f, donc

[ o</ s
[a,b] [a,b]

1
[a,b]

et

1
¢ = Ef(ﬂco) X h si g € {a,b}.
[a,b]

Dans tous les cas, f[a b ¢ > 0 donc f[a . f>0.

Exemple : Montrer que la fonction

froze e dt
[0,1]

est strictement croissante sur R.
Soient z,y € R tels que x < y. Pour tout ¢ € [0, 1], 2 > 0 donc

t?r < t2y.

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que e’ < vt pour tout t € [0, 1].

Les fonctions g, : t — ™ et g, : t — e¥" sont continues sur le segment [0, 1] et vérifient g, < g,.
Donc g, — g, est une fonction continue et positive sur le segment [0; 1]. De plus, cette fonction
n’est pas la fonction nulle car par exemple, g,(1) — g,(1) = e¥ — e > 0 par stricte croissance de la
fonction exponentielle.

Par stricte positivité de l'intégrale sur un segment, on en déduit

/ (gy — g=) > 0 donc / gy>/ G-
[0,1] [0,1] (0,1]

Par conséquent, f(x) < f(y) pour tous z,y € R tels que z < y : la fonction f est strictement
croissante sur R.

3.4 Relation de Chasles

Notation : Soit / un intervalle de R non vide et non réduit a un point. Soit f € C°(I,R),a,b € I.
f[a’b] f st a<bd
On pose fab f(t)dt = 0 si a="b
— f[b’a] f st b<a

Conséquence : fab f(@)dt = — [, f(t)dt pour tous a,b € I.
Remarque : Les propriétés de l'intégrale concernant 'ordre (positivité, croissance et stricte

positivité) ne sont valables que sil les bornes de l'intégrale sont "dans le bon sens". En revanche, la
linéarité de l'intégrale est valable quelles que soient les bornes de I'intégrale.

11
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Théoréme : — Soit [ un intervalle de R. Soit f € C°(I,R). Soit a,b,c € I.
Alors [* f(t)dt = [ f(t)dt + [ f(t)dt

Preuve : Non détaillée : on le montre dans un premier temps dans le cas ott @ < b < ¢ (cas ou les
trois intégrales écrites sont des intégrales sur un segment : les bornes sont dans le "bon sens"), en

revenant a la définition de l'intégrale sur un segment.
Puis on se raméne a ce cas dans tous les autres cas : par exemple, si a < b < ¢, d’aprés la relation

de Chasles démontrée sur des segments,

Lac]f:/[%b]f—i— [b#]f
/:f(t)dH/cbf(t)dt:/[a’df—/[b’c]f:/[a’b]f=/abf'

donc

3.5 Inégalité de la moyenne

Théoréme © — Soit [ un intervalle de R, soit f € C°(I,R). On suppose que f est bornée sur
I : il existe m, M € R tels que pour tout z € I, m < f(z) < M.
Alors pour tous a,b € I, si a < b,

m(b— a) S/bf(t)dth(b—a)

Preuve. : 11 suffit d’utiliser la croissance de l'intégrale sur un segment : les fonctions g : t — m, f
et h:t+— M sont continues sur le segment [a,b] et g < f < h. Alors

/‘gé/ fé/ h.
[a.0] [a.b] [a.0]

Or g et h sont des fonctions constantes sur le segment [a, b], ce sont donc des fonctions en escalier
sur [a, b]. Par conséquent,

/ g=m(b—a) et / h=M(b—a),
[a,b] [a,b]

ce qui établit le résultat.

Théoréme — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%([a,b], R). Alors

/ bf(lf)dt‘ < [

12
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Preuve. Pour tout a € R, |a| = max(a, —a). Pour établir I'inégalité cherchée, il suffit donc de

montrer que , , , ,
/f@ﬁS/UWW%—/fWﬁS/V@W-

Or pour tout t € [a,b], f(t) < |f(t)| et —f(t) < |f(t)|. Puisque a < b, on a par intégration :

ﬁvwﬁsfvwﬁ%l%ﬂmﬁéfvww

donc — fab f(t)dt < fab |f(t)|dt par linéarité.

On en déduit le résultat. O]

Remarque : Ce résultat n’est rien d’autre qu'une généralisation de I'inégalité triangulaire aux
intégrales (intégrale qui peut étre vue comme la limite des intégrales d'une suite de fonctions en
escalier, donc comme la limite d’une somme, résultat qui est d’ailleurs utilisé dans le chapitre
suivant.)

13
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Troisiéme partie

Somme de Riemann

Définition — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%[a,b],R). Soit n € N*. On appelle
somme de Riemann (& gauche) d’ordre n associée a f sur [a, b] le nombre réel

Rn(f)zb;a2f<a+kb;a).

k=0

Remarque : Pour tout & € [0;n], on pose

h—
ar=a—+k &.
n

Alors (ag, . . ., a,) est la subdivision réguliére de [a, b] de pas — ¢

R, (f) est I'intégrale sur [a,b] de la fonction ¢ en escalier définie sur [a,b] par : ¢(z) = f(ax) si
ar < T < Qg1

S &
7
AT i
57' 78 [ \ 4
y= [l / |
ad U | | i
& ! ‘ %
|
|
|
f G e 2 e 4 —t i
a == [
b- e -
n

R AT WA RS N PR
cinane LLl Uaatn @ ((Liiatifil Aot A 4 fan Eal® )t

( | | f |
C “l' L Aanme cL’:J a;ﬁev:- (ke tzc}u '['a; K/c/e {a e (* ) -4
j f \:\) n

\ IS ) ) U g
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Théoréme — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C°([a, b], R). Alors
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Intégration

Preuve. On traite ici uniquement le cas ou f € C'([a,d],R).

Alors f” est continue sur le segment [a, b] donc f’ est bornée sur [a, b]. Notons L = sup|f’|.
[a,b]

La fonction f est continue sur [a, b], dérivable sur |a,b[ et |f'(z)| < L pour tout x €|a, b[. D’aprés
I'inégalité des accroissements finis, f est L-lipschitzienne sur [a,b] :

Y,y € la, 0], |f(2) = f(y)| < Llz -y

h—
Soit n € N*. Pour tout k € [0;n], posons ay = a + k ¢
n
h—
Alors pour tout k € [0;n — 1], agy1 — ax =
b—a n—1 b—a b—a n—1 n—1 n—1 g1
e, ( Ty ) =0 ) = Y (e —a) ) =3 [ flawde
k=0 k=0 k=0 k=0 Y %%
D’autre part, d’apreés la relation de Chasles :
n—1 agi1
[ rwa=% [ s
k=0 v

Ainsi

n—1

/abf(t t—TaZf(a—l-k‘—)‘

n—1 ak+1

S / )dt —

k=0 Y %k k
1

n—

/%+1 f(ay)dt

ag

=0

( / " pwa- | f(akw)
>/ :k+1(f(t) = Fla)dt

n—1

<3 / T - )

k=0

n—1 (lk+1
/ ak)|dt

(]

T
I
= O

IN

ou l'on a utilisé la linéarité de I'intégrale, 'inégalité triangulaire puis 'inégalité de la moyenne.
Soit k € [0;n — 1]. Pour tout ¢ € [ay, ari1],

b—a
n

|f(t) — flax)| < LIt — ag| < L(agys —ax) < L X

Par croissance de l'intégration sur un segment (a; < ayy1), on en déduit

[ 10 - oo s [*7 = P = 11 (‘Hl)

ag ag n

Par somme d’inégalités,




Intégration

Ainsi : )
b n— 2
b—a b—a L(b—a)
t)dt — k < —
| rwa-= ;f<a+ =
Et d’apres le théoréeme des gendarmes, on en déduit
b n—1
b—a b—a
li - — =
n_l)gl_loo/f(t)dt - Zf(cwk: - ) 0,
@ k=0
d’ou le résultat. ]

Remarque : Dans la preuve, on a montré que

-1

f(a+/<:
0

b—a <

n

b —

a
n

)= [ o+ otijm

k=

Remarque : Un résultat analogue pour les sommes de Riemann a droite peut étre énoncé : si

f € C%([a, b)),
b—a < b—a b
- ;f<a+k - )njoo/Gf(t)dt

Remarque : Ce résultat permet d’obtenir la limite de certaines suites dont le terme général s’écrit
comme une somme de n termes, & condition de réussir a identifier une somme de Riemann. On
peut toujours s’arranger pour travailler sur le segment [0, 1] et dans ce cas, le théoréme affirme que

si f e CY([0,1]), alors
1=, [k !
i (5) o | e

k=0

n—1 1
Exemple : Déterminer, si elle existe, la limite de la suite u de terme général u,, = ) e
k=0T

Peut-on reconnaitre une somme de Riemann ? on cherche & faire apparaitre dans la somme une
fonction de k/n.
Soit n € N*. Pour tout k € [0;n — 1],

1 1 1

ktn n 1+k/n

Donc pour tout n € N*|

n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1 1 k
S I ()
f~n+k <=n 1+ k/n n 1+ k/n n =" \n
U f:x— .
ou f:x Tz
Or f € C%([0,1],R) donc
— 1 b
li = [ ——dt=[n|1+¢];=1n(2).
nffoo;wrk /0 T = Il tllo = In(2)
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Par conséquent, la suite u converge vers In(2).

Exemple : Déterminer, si elle existe, la limite de la suite u de terme général u, =n )

On remarque que pour tout n € N*,

1
Uy =Ny —
kz:;(n—l—k)Q

n

1
- ”Z (n(1+ k/n))?

1 1
- ﬁz (1+k/n)?

k=0

-2

De plus, on peut isoler le dernier terme de la somme : pour tout n € N*,
R A
= r (5) et
k=0
La fonction f est continue sur [0, 1] donc le théoréme des sommes de Riemann assure que

Lo 1] 1
nETm;Zf( >—/ TR [—1—“]025
1

De plus, lim % f(1) = 0 donc par limite d'une somme, la suite u converge vers ;.
n—-+o0o

ou f:x

n 1
Exemple : Déterminer un équivalent de la suite u de terme général u,, = > s
k=117
Soit n € N*.
S |
Un = Z n2 + k2
k=1
IR 1
n® £ 1+ (k/n)>
I 1 k
)
n o n n
k=1
ou f:xr g +I2

La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc

lim Zf( ) / f(@)dz = [Arctan(z)]} =

Ainsi, lim nu,, = 7 et par conséquent, u, ~ ;.

q>>1
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Intégration

Quatriéme partie

Calcul intégral (cf début d’année)

1 Primitives et intégrale

Théoréme fondamental du calcul différentiel — Soit I un intervalle de R. Soit f € C°(I, R).
Soit a € I. Alors la fonction
F: R - R

z /azf(t)dt

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Preuve : ® Montrons que F' est une primitive de f sur I. Soit xg € I. Montrons que F' est dérivable
en zg et que F'(zg) = f(xo). Pour cela, il suffit de montrer que

b F(@) = Flay)
n—-+o0o Tr — X

= f(wo).

Soit x € I\ {zo}. D’apres la relation de Chasles,

F(x)—F(:z:O):/axf(t)dt—/jof(t)dt:L:f(t)dt.

Ainsi
- F(z) = F(wo) Flag) = — /w F)dt — f(xo).
T — X T =0 Jg,
Or f(zo) = . _13:0 xf(xo)dt.

Donc, avec l'inégalité de la moyenne, en posant x; = min(z, xg) et 9 = max(zg, x), on obtient

1
= — Flzo))d
T — Zo /[&?1,x2](f(t) f( )) t‘
<= IR,

Soit £ > 0. f est continue en xy donc lim f = f(z¢). Par conséquent, il existe h > 0 tel que pour
Zo

tout y € I N [xo —h, 2o+ hl, [f(y) — f(zo)| < e

Soit « € I N [xg — h,xo + h] \ {zo}. Posons x; = min(z, z¢) et x5 = max(zg, x). Alors pour tout
t € [1'1, ZL‘QL

|t —xo| < |z —mo| <h, donc |f(t)— f(zo)| <e.

Par croissance de l'intégrale sur un segment, on en déduit

/[ }|f(t)—f($o)|dt§/ edt = (xg — 11)e < elz — o

[z1,2]

18
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Donc P P
(xx) : xo(x()) — fwo)| <e.

On a montré que pour tout ¢ > 0, il existe h > 0 tel que pour tout € I N [xg— h, o+ ]\ {zo},
F(z) — F(x)

T — 2o

— f(zo)| < e.

F(x) — F(wo)

pr— est f(zo).

Par conséquent, la limite épointée en xy de I'expression

Donc F est dérivable en g et F'(zq) = f(x).

Finalement, on en déduit que F' est dérivable sur I et que F’ = f : la fonction F est donc une
primitive de f sur I.

De plus, F(a) = faa f =0, donc F est une primitive de f qui s’annule en a. Montrons a présent
que c’est la seule.

e Unicité : Soit G une primitive de f sur I telle que G(a) = 0. Alors la fonction G — F' est dérivable
sur [ et (G—F) = f— f = 0. Par conséquent, la fonction G — F est constante sur I. Or
G(a) — F(a) =0 donc G — F =0, ce qui prouve que G = F.

Donc f admet une unique primitive sur I qui s’annule en a.
]

Corollaire. Toute fonction continue sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles admet des
primatives.

2 Techniques de calcul

Théoréme — Soit I un intervalle de R. Soit f € C°(I,R). Soit F une primitive de f. Alors pour
tous a,b € I,

/ f(t)dt = [F()]2 = F(b) — F(a)

Preuve : Soient a,b € I. Posons
G:xt—)/ f(t)dt.

Alors G est la primitive de f qui s’annule en a et de plus,

b
m@:/f@&

D’apres I'énoncé, F' est également une primitive de f. Or deux primitives d’'une méme fonction sur
un intervalle différent d’une constante donc il existe k € R tel que

G(x)=F(x)+k

pour tout = € I. De plus, G(a) = 0 donc F(a) = —k.
Finalement,

mw—ﬂ@:F@+k:qm:/%@m.
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Exemple : Déterminer le domaine de définition D de la fonction

f:x »—>/ In(t)e? dt,

puis montrer que f est dérivable sur D et calculer f’.

Posons h : t — In(t)e?. La fonction f est définie sur
D={zeR | heC%min(z;e”), max(z;e")])}.
Or h est définie et continue sur R™. Donc si # € D, x € RY*. Par conséquent, D C R**.

Réciproquement, soit x € R™*. Alors e € R™* également, donc [min(z;e®), max(z;e”)] C R,
Ainsi, h € C°([min(z; e*), max(z; e®)] donc x € D. Par conséquent, R™* C D.

Finalement, de la double inclusion on déduit 1’égalité des ensembles : D = R**,

La fonction A est continue sur R™ donc elle admet une primitive sur R™. Notons H 1'une d’entre

elles. Alors pour tout x € D,
f(z) = H(e") — H(x).

Par conséquent, f s’exprime a ’aide de somme et composée de fonctions dérivables sur leur domaine
de définition, donc f est dérivable sur son domaine de définition D et pour tout = € D :

fl(x) = e"H'(e") — H'(x) = e*h(e”) — h(z) = "z exp(2e”) — In(z)e*".

Théoréme : Intégration par parties — Soit I un intervalle de R. Soient a,b € I et u,v €
CY(I,R) alors

Théoréme : Changement de variable — Soient I, J deux intervalles de R, soit f € C°(I,R).
Soit ¢ € C'(J,R). On suppose que ¢(J) C I.
Alors pour tous a, 8 € J

o(B) B8
/ f(t)dt = / F(6(@))d (@) de
() a

3 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme QOO — Soit I un intervalle de R. Soient n € N, f € C"*(I,R), soit a € I. Alors,
pour tout x € I,

n_ (k) (g T (g )
f@) =3 e —ap s [ g ar
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Preuve. Pour tout n € N, introduisons ’assertion H,, :

"Vf c C"+1(I,R), Va,x c I, f(x) — i f(k)(a) (l‘— a)k +/:p (:13 _t)nf n+1) ( )dt"

k=0 k?' TL'

Soit f € C(I,R). Soient a,z € I.

/ P de = [OF = f@) - f(a)

donc ( 0
T (r—t
fo) = s+ [ s
Par conséquent, ’assertion H, est vraie.
Soit n € N. Supposons H,, vraie. Soit f € C"*2(I,R). Soient a,x € I.
En particulier, f € C""!, donc d’aprés H,, :

"ok (g T —
f(x)zszﬂ( )(:c—a)k—i-/ %f(mrl()dt

a

Or la fonction f est de classe C™2 donc la fonction f*+1 est de classe C! sur le segment d’extré-

—t n+1 — )"
u est une primitive de la fonction ¢ — (z =)
(n+1)! n!

et est de classe C'! sur le segment d’extrémités a et x.

mités a et x. De plus, La fonction ¢t — —

Par intégration par parties, on en déduit

/a: (.CIZ' — t)nf(n+1) (t) dt = |:_f(n+1)(t)( n+1:| T / f(n+2 :U — t)n-‘rl "

nl (n+1)! Tt 1)
e ] e
Ainsi : -
ro =Y L [T e

Par conséquent, 'assertion H,,; est vraie.

Finalement, le principe de récurrence assure que l'assertion H,, est vraie pour tout entier naturel
n. [

Exemple : Montrer que pour tout nombre réel x,

n k

Posons f : x + e®. Soit n € N. La fonction f est de classe C"™! sur R donc pour tout = € R,

n (k) T (. an
r) = Z fk—‘(o)xk + /O %f(n'ﬂ)(t)dt.
k=0

Soit & € R. Pour tout k € N, f*) = f donc
e = - EZE +/0 n' e’ dt.
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Alors, avec I'inégalité de la moyenne,

"1
e’ — E yxk
k=0

x _ t n
0 n!
— "
[min(0,z),max(0,z)] n:

<
[min(0,z),max(0,z)]

— t n
n!
Posons x; = min(0, z) et xo = max(0, z).
Pour tout t € [xq,x5], 0 < |z —t| < |z] et 0 < |ef| = €' < ™2 donc
O < |x_t|n t |$|n o
- nl ~ n!
et par croissance de l'intégrale sur un segment, on en déduit
x—1)" z" "
0 S / u€t dt S / —'SIQ dt = |x| —'€x2
T1,22] n: [x1,22] | TV n!
Ainsi, pour tout n € N,
~1 5 |z["
T _ €T
0=l po | S e T
k=0
Or a" = o(n!) pour tout a € R, donc
|z["
lim |z|e™— = 0.
n—-+oo 77,'

Le théoréeme des gendarmes assure alors que
n
1
e’ — E Exk
k=0

Corollaire (Formule de Taylor Young : ). Soit I un intervalle de R. Soit n € N. Soit f € C"(I,R).
Soit a € 1. Alors
— f®)(a)

k!

lim
n—-+0o n—-+00

=0 donc lim Z o =e",
k=0

fo) = (&~ a)* + o{(z — a)")

Preuve : Soit x € I. La fonction f est de classe C™ sur I donc d’aprés la formule de Taylor,

1) (g
IO SRR
Ru(f) = / x%ﬂ”)(ﬂdt.
Or
[ty [t
o (n—=1)! n ], n!
donc
(n) a T (g n—1 T ()L
R - ey = R [ @ =[G (00 - 10@) ar
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La fonction g : t +— (:’E;i)r)zl (f(t) = f™(a)) est continue sur I (car f est de classe C™), donc g

admet des primitives sur I. Notons GG I'une d’entre elles.

Alors

f"(a) N A G ST (n) _
Ra(f) — o (r—a)" = T (f™(t) = f"(a)) dt = G(z) — G(a).
De plus, la fonction G est continue sur le segment d’extrémités a et x, dérivable a 'intérieur de ce
segment, donc I'égalité des accroissements finis assure qu'il existe ¢, €] min(a, x), max(a, x)[ tel

que G(x) — G(a) = G'(cz)(z — a). Ainsi,

Zf(k (x —a) * 4+ R.(f)

(k) () (g
Zf (x —a) +Rn(f)—f ()(:U—a)”

n!

e ~) o) (£2)" L (0 - @),

(x —a)” (x —a)nt r—a n—1)!

De plus, ¢, est compris entre a et x donc le théoréme des gendarmes assure que

lim ¢, = a,
Tr—a

et puisque la fonction f™ est continue,

lim (£ (c,) — £ (a)) = 0.

r—a

T—Cx

Enfin, [z — ¢,| est compris entre 0 et [z — a| donc [£=%| est compris entre 0 et 1. Ainsi,

n—1
T — Cy

0<

|17 (ex) = £*(a)

r—a

o e = 1) <

1
(n (n—1)!

donc d’apres le théoréme d’encadrement,

lim
r—ra

(a: - cx)"l 1 (F™(er) — f™(a))| =0

r—a (n—1)!
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Cinquiéme partie
Intégration des fonctions a valeurs
complexes

Définition — Soient a, b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — C une fonction continue. On appelle
b b

Re(f(t))dt+i / Im(f(t))dt

a a

b
intégrale de f entre a et b et on note / f(t)dt le nombre complexe : /

Les propriétés suivantes restent vraies pour cette notion :

e Linéarité

Chasles

Lien entre intégrale et primitives

Techniques de calcul

Formule de Taylor avec reste intégral et formule de Taylor-Young

Théoréme — Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%([a,b]; C) Alors

/ bf(t)dt‘ < [

Preuve. Posons z = f:f(t)dt.
e Si z =0, le résultat est vrai.
e Supposons z # 0. Posons R = |z| et ¢ = Arg(z). Alors z = Rel?.
Donc ze~ ¢ = R et R est un réel positif. Ainsi
b b
i¢ i¢ :|R|:R:ze_i¢:e_i¢/ f(t)dt:/ e ' f(t)dt.

a

2| = || [e7*?] = |z e~

Donc R e — (/abe_iqs f(t)dt> _ /ab Re (e7'? f(1)) dt

par définition d’une intégrale complexe.
Or on sait que pour tout w € C, Re(w) < |w|, donc pour tout t € [a, b],

Re(e™'? f(t)) < e ()] < | (1)

Par croissance de l'intégrale d’une fonction a valeurs réelles sur un segment, on en déduit

/ bf<t>dt\ < [iswia

/Re(ei¢f(t))dtg/ F(O)ldt,  donc
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