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Développements limités

Dans ce chapitre D désigne une partie de R de la forme D = I ou bien D = I\{a} ou I est un
intervalle non vide et non réduit a un point et o est un point de I ou une de ses extrémités. De plus,
n désignera un entier naturel. Enfin, K désignera le corps des réels R ou celui des complexes C.

1. Définition et premiéres propriétés

— Définition 1. \

Soit f € F(D,K). On dit que f admet un développement limité & l'ordre n en a s’
existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que 'on ait

f(x) = Po(z—a)+o((x—a)")

r—a
ou de maniere équivalente
fla+h) = P, (h) 4+ o(h™)

—0

n
ou encore, en notant P, = Z aka,
k=0

n

Le polyndéme P, est appelé partie principale ou réguliére du développement limité.

On notera de maniére abrégée f a un DL, (a).
Remarque 2. 1. Dans ces formules, il ne faut surtout pas développer les puissances de x — a, car
elles sont intéressantes a considérer lorsque 1’on se situe au voisinage de a.

2. En posant g(h) = f(a+h), on peut toujours se ramener & un développement limité en 0, et dans
la suite du cours, on ne considérera que des développements limités au voisinage de 0.

3. Désormais, lorsqu’on parlera du développement limité en 0 (respectivement en a) d’une fonction
f définie sur D, cela signifiera implicitement que 0 (respectivement a) est un point ou une
extrémité de D.

4. Quand on écrit un développement limité, le degré maximal des monoémes qui apparait avant



o((z — a)™) est inférieur ou égal n. Un écriture comme

flx) :01 + 327 + 2% 4+ 2" + o(2?)

Tr—>

n’est pas un développement limité. Puisque z* :00(333), on peut écrire

xr—>

f(zx) :01 + 327 + 2% 4 o(2%)

T—

et 'on a maintenant un développement limité a ’ordre 3.

5. L’ordre d’un développement limité est I’exposant qui apparait dans o((x — a)™). Par exemple, le
développement limité
@) = 1+32% +a +o(2°)

est un développement limité & Pordre 6 et pas & lordre 4. Nous verrons que f(x) = 14322+
xr—>

zt + 0(x4) est vrai aussi, mais moins précis.

Exemple 3. La fonction f: |-1;+0] — R a un DL4(0). En effet,
r — x—2%>+2°In(l+ )+ 22*
six > —1,
f(z) = (z —2?) = 23In(1 + z) + 22* :OO(xz) .

En effet, il est clair que 2x* :Oo(ch) et 23In(1+ ) ~ 2 dotnz3In(l+z) zoo(zz). Ainsi,

z— x—0 r—

f(@) = x—a°+o(a%).

xz—0

QOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 4. Les fonctions polynomiales admettent des développements limites a tous
les ordres.

Exercice d’application 5. Déterminer le DLy(0) et le DL7(0) de z — (1 + x)%.

— On a
(1+x)* :01 + 4 + 62° + o(2?)

et
(1+x)* :01+4z+6x2+4z3+z4+0(z7).

QOOOOOVOOOOOOVOOOOOVOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOO OOV OO OOV VOO OOV O OOV V VOOV OOOOOVV OO OOV O VOOV OOOOOOVOOOOOOOOOOO0

Exercice d’application 6. Soit f: R\{l1} — R . Montrer que f a un DL,(0) pour tout
1

r — 1

8

n e N.
— Soit n € N. Soit z € R\{1}.

n n I 1Y
Or T—° m:oo(x ), d’ott
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;s

,y=14+z+22+2°
‘ 2

,’,/:l/:l+.'li+ili

Complément : notons qu’en remplacant « par —z dans la formule précédente, on obtient

1 n
— _1 k_ .k n
1+xmﬁokzzzo( )x —l—o(x)

A Attention A\. Deux fonctions admettant les mémes développements limités a tous les ordres en
un point peuvent étre différentes au voisinage de ce point.

Par exemple, considérons la fonction

f: R — R
N {exp(—zg) sixz#0

Soit n € N. Soit z € R*.

par croissances comparées. Ainsi,

La fonction f admet les mémes développements limités que la fonction nulle (en effet pour tout n € N,
0 = o(z™)) et bien siir f n’est pas la fonction nulle.

Un développement limité n’est donc qu'une propriété locale : une fonction posséde un unique dévelop-
pement limité & 'ordre n en un point mais les développements limités a tous les ordres en un point
d’une fonction ne suffisent pas pour la caractériser entiérement.

~ Proposition 7. N

Soit f € F(D,K). On suppose que f admet un DL, (a).

1. La partie réguliere de ce développement limité est unique.

2. f admet aussi un DL, (a) pour tout entier naturel p < n. De plus, la partie principale
est obtenue en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a p de la partie
réguliere du DL,,(a) (on parle de troncature a l'ordre p).

Démonstration. 1. Suppose par 'absurde qu’il existe deux (n + 1)-uplets (ag, ..., a,) et (bg, ..., by)
différents tels que

f@) = Yalz—a)f +olle—a)) et flo) = > bi(z—a)" +o((z—a)").
k=0
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Notons p le plus petit indice de [0,n] tels que a, # b,. En faisant la différence de ces deux
développements limités, on obtient, puisque les p premiers coefficients sont égaux,

n

(ap = bp)(@—a)’ + 3 (ar = bp)(@—a)f = o((z—a)")
k=p+1

et, en divisant le tout par (x — a)?, on obtient qu’il existe € € F(D,K) qui tend vers 0 en a telle
que

Vo e D\{a}, b, =ap,+ 2 (ar — bp)z® P + (x — a)" Pe(x).
k=p+1

Lorsqu’on prend la limite en a, on obtient a, = b, ce qui contredit la minimalité de p.
2. Immédiat en observant que pour tout j € [p+ 1,n], (z — a)? = o((z — a)?). O

Exercice d’application 8. Déterminer la troncature a ’ordre 4 du développement limité

f(x) :OxQ + 22 4+ 2% 4 o(2") .

T—>

— On a immédiatement f(x) = 2% 4 22* 4 o(a*).
Tr—

— Définition 9. N

Soit f € F(D,K). On suppose que f admet un DL, (a) de partie réguliére non nulle :

fl@) = ap+ar(zx—a)+ - F+a(z—a)" +o((z—a)").

r—a

Notons p le plus petit entier tel que a, # 0. On appelle forme normalisée de ce dévelop-
pement limité le développement

f@)=(z—a) (ap+api1(z—a)+ -+ ap(x —a)" P+ o((z —a)"?)),

i.e.
f(a + h) h:()hp (ap + ap+1h+ c - a,h™P +O(hn,p)) '

,—(Proposition 10.} \

Soit f € F(D,K) dont la forme normale du développement limité a ordre n en a est :
f@)=(z—a)f (ap + apsr(w —a) + -+ an(w —a)" " +o((z —a)"" "))

(donc ap, # 0). Alors f(z) ~ ap(z—a)P.

r—a

\ J

Démonstration.

En tronquant a Uordre p, ona f(z) = ay(x—a)?+o((x — a)?), d’ou f(z) = ap(x—a)’+o(ay(z — a)P)
r—a r—a

puis f(z) ~ ap(z—a)?. O
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~— Corollaire 11. \

Soit f € F(D,K) dont la forme normale du développement limité & l'ordre n en a est :
F(@) = (2= @) (a + apis (@ — ) 4+ an( — 0" +o((@ — )" 7))

(donc a,, # 0). Alors f(z) est du méme signe que a,(z — a)? si = est au voisinage de a.

\. J

Démonstration.
Immédiat en utilisant le signe local d’un équivalent. O

Sous les mémes hypotheses que la proposition, la fonction z — f(z) — a,(z — a)P posséde un DL &
l’ordre n au voisinage de a :

J@) = ap@—a) = apa(a—a)" 4+ an( - )" +ol(z —a)").
Si la partie réguliere de celui-ci n’est pas nulle et possede pour forme normalisée

f(@) —aplz —a)? = (x—a)7 (a5 + i1 (x — a) + -+ an(z —a)"" T+ 0(z")) |

r—a

ou a4 # 0, on obtient I'équivalent f(z) —ap(x —a)? ~ aq(z—a)d.

z—0

Proposition 12.}

Supposons que f a un DL, (0). Si f est paire (resp. impaire), son développement limité ne
comporte que des puissances paires (resp. impaires).

Démonstration.
Voir TD. O

Remarque 13. Cette proposition n’admet pas de réciproque : une fonction qui admet des dévelop-
pements limités paires en 0 & tout ordre n’est pas nécessairement paire. Un développement limité est
une propriété locale et on ne peut pas déduire des développements limités des propriétés globales sur
les fonctions.

2. Existence d’un développement limité

2.1. Régularité et développement limité

,—(Proposition 14.} \

Soit f € F(D,K).

1. f aun DLg(a) si et seulement si f est continue en a. Le cas échéant,
f(x) = fla)+o(l).
r—a
2. f aun DLj(a) si et seulement si f est dérivable en a. Le cas échéant,

f@) = f(@)+ f(@)(@—a) +o(z —a),
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Démonstration. 1. Supposons que f a un DLg(a), qu'on note f(xz) = ag + o(1). Par définition du
r—a

petit o, f(x) — ag, donc f est continue en a et ag = f(a).
r—a

Réciproquement, supposons que f est continue en a. Alors f(x) — f(a), puis f(z) = f(a)+
Tr—a Tr—a
o(1).
2. Voir cours de dérivation. O
Exemple 15. o ¢ = 14+ +o(x)
xr—

e In(l+x) :Oero(x)

T—

e cos(z) :01 + o(z).
Remarque 16. Si f est une fonction définie sur I\ {a} admettant un DL, (a) de la forme

fl@) = ap+a1(x—a)+o(zx—a),

r—a
alors :

e f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ap;

e le prolongement par continuité de f en a est dérivable en a avec f'(a) = a;.

e’ —1

Exercice d’application 17. Etudier fizr—

2
On admettra que e* :01 +z+ r + 0(9:2).

z— 2

au voisinage de 0.

— On a f(x) = 1+ 24 o(z), donc f a un DL;(0). Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 en

posant f(0) = 1. Ce prolongement est dérivable en 0, avec f/(0) = —.

/A Attention A\. Ce résultat ne se généralise pas pour des développements limités d’ordre supérieur :

1
Exercice d’application 18. Considérons f : z — z3sin <> définie sur R*.
x

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. Montrer ce prolongement par continuité est dérivable sur R mais pas deux fois dérivable.

3. Montrer que f admet tout de méme un développement limité a ’ordre 2 en 0.

1. f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (cf. Remarque 16).

2. f est dérivable sur R} et sur R*, avec pour tout n # 0,

f'(x) = 32”sin (i) — 2 cos (i)

3. f est dérivable en 0 avec f/(0) =0 (cf. Remarque 16 ou le théoréme de la limite de la dérivée).
Par contre, f n’est pas deux fois dérivable en 0, car

s () o 1)

1
4. f admet un DLy (0). En effet, sin est bornée et donc f(z) = x> (ac sin <>> = o(2?), donc
X x
f(z) =o(z?).

n’a pas de limite en 0.
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2.2. Formule de Taylor-Young

,—[Théoréme 19 - Formule de Taylor-Young.} <

Soit f € €™(D,K). Alors f posséde un DL, (a) donné par :

(k) (g
r@) = 3 Dt o —ap)
k=0 ’

ou encore e
_ C f (a) k n
f(a+h)h:OZ gk ().
~ C f(k) (a) k , A R
Le polynéme Z i (X —a)” est appelé polynéme de Taylor de f en a a l'ordre n.
k=0 ’

Ainsi une fonction de classe €™ admet donc un DL, (p < n) en tout point de son domaine de définition,
de partie principale son polynéme de Taylor.

A Attention A\. f peut posséder un DL, (a) sans que le k-iéme coefficient de sa partie principale
¥ (a)

soit 7l

(pour k = 2) : cf. Exercice d’application 18.

Exercice d’application 20. Soit n € N. Déterminer le DL,,(0) de la fonction exponentielle.

— La fonction exponentielle est de classe €% sur R et elle est égale a ses dérivées successives et en
particulier pour tout n € N, exp™(0) = exp(0) = 1. Elle admet ainsi un développement limité en 0
de tout ordre, donné a l'ordre n par :

n.’L'
=PIl

Exercice d’application 21. Soit n € N. Soit o € R. Déterminer le DL, (0) de f : z —> (1 4 x)“.
— f est de classe € sur |—1; +o0] et
VkeN, f®0)=ala—1)---(a—k+1).

Il s’ensuit

(1+z)* = 3 a(ail)..];!(aik+1)xk+o(x")

3. Développements limites usuels

On donne ici les développements limités usuels en 0. Certains sont déja démontrés, les autres le seront
dans la suite de ce chapitre. Soit @ € R et n,p e N.
22

1.ex:01+x+§+ .+7+ w—»OZ k! +o(a"
2. ch(z) = 1+j+ 4+ il +o(gc2”+1) - i ? +0(gc2”+1)
s ohl@) S5 2n)! S0 24 (28!
k=0
23 L2t - no 2kt -
3. h = —_— [ — n — n
hiz) = gr ot enin ol )Hok:o o o)
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2
4. cos(x) = 1— i

2n

IO Y S p2nHl) = N 241
o
23 20+l _— L a2kl o
Csin(z) = @ — = S [ nt2) et n
5 sm(x)mﬁox T 4 (=1) on it +o(z )“%Zo( ) (2k+1) + o(z*"?)
2 lxn n
6. In(l+2) = o=+ 4 ()" 30; + o(z™)
-1 -1 -1
7. (142 = 1—|—o¢x—|—a(aT)x + - ala—l)- 15' (n ))x"+0(33”)
Hoala—1)-(a—k+1 n .
o Z o )xk—i—o(az )
k=0 :

Exercice d’application 22

1
Donner les DL3(0) de z — /14 x et © —>

1+z
— Il suffit de considérer le dernier DL usuel avec a = 5 puis o = —%.
z? 28 1 r 3x% 5a3
V1 = 142 -4 t =14+ 3.
Yoz by gt tol) e i 278 16 tol)

4. Opérations sur les développements limités

4.1. Développement limité d’une combinaison linéaire

Proposition 23.}

Si f et g sont deux fonctions admettant un développement limité a ’ordre n en 0, alors la
fonction f + g admet un développement limité a 'ordre n en 0. La partie réguliere du DL a

lordre n en 0 de f + g est la somme des parties régulieres des DL l'ordre n en 0 de f et g

Démonstration.

Sous les hypotheses de la proposition, on écrit les DL a 'ordre n en 0 de f et g en introduisant €7 et
€9 deux fonctions qui tendent vers 0 en 0

Ve e D\{0}, f(x)= i apx® + 2" () et = i bpx® + x"es(x).
k=0

k=0
En ajoutant ces deux égalités, on obtient

n

vz € D\ {0},

(f+9)(@) = D (ar + br)a* + 22 (e1(z) + e2())
k=0
puis, comme €1 (z) + e3(z) e 0
(f+9)(@) = > (ar +bp)a* +o(z").
k=0

Proposition 24.}

Soit A € K*. Si f admet un DL, (0), alors Af admet un DL, (0) dont la partie réguliére est
le produit de la partie réguliére du DL, (0) de f multipliée par A
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Démonstration.
Sous les hypotheses de la proposition, on écrit le DL, (0) de f en introduisant € une fonction qui tend
vers 0 en O :

Vo e D\{0}, f(z)= ) axa®+a"c().
k=0
Ainsi,
Vo e D\{0}, Mf(zx)= Z apz® 4+ Ax"e(x).
k=0

On conclut en remarquant que Ae(x) — 0. O

z—0

Exemple 25. Soit n € N. On a pour tout « € R, ch(z) =

2n _x)
=t g - 20 o o™

d’ou

no 2k )
e +e " =2 +o(z"
x—0 I;O (Qk)' ( )

Or ch est une fonction paire. On en déduit que les coefficients de sa partie réguliere sont tous pairs,
puis

2n+1)

De méme, on montre que

n 2k+1 a2
)eZo g e o)

Exercice d’application 26. Donner un développement limité & 1’ordre 6 en 0 de sh — sin.

— Ona 3 5 3 5
sh(x)w: +%+%+0(336) et —sin(m)rio—m—i—%—%—f—o(ggﬁ)
donc
() - sina) =
sh(z) — sin(x Rty +o(z°%).

Remarque 27. Si f admet un DL a 'ordre n et si g admet un DL a l'ordre p, alors en faisant la
somme des développement limités de f et g, on ne peut obtenir qu'un DL & Uordre min(n,p) de f +g.

4.2. Développement limité d’un produit

,—[Proposition 28.} \

Si f et g sont deux fonctions admettant un développement limité a ’ordre n en 0, alors la
fonction f x g admet un développement limité a l'ordre n en 0.

La partie réguliere du DL a l'ordre n en 0 de f X g est obtenue en ne conservant que les
termes de degré inférieur ou égal & n dans le produit des parties réguliéres des DL & 'ordre
nen0de fetg.
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Démonstration.
Sous les hypotheses de la proposition, on écrit les DL & l'ordre n en 0 de f et g en introduisant
P,,Q, € K,[X], €1 et €5 deux fonctions qui tendent vers 0 en O :

Vo e D\{0}, f(x)=P,(z)+z"e1(x) et g(x) = Qn(x) + 2"e2(x).

Dans le produit P,Q,, isolons les termes de degré inférieur ou égal a n : P,Q, = R, + X" 1185, avec
(R, Sn) € K, [X] x K[X]. Alors, en multipliant les deux égalités précédentes traduisant les DL, on
obtient

Ve e D\{0},  (fo)(x) = Pu(2)Qn(x)+ 2" (Po(2)ea(z) + Qn(2)er(z) + 2721 (2)ea(2))
= Rp(x) + a™(@Sp(x) + Pp(x)e2(x) + Qn(x)er(z) + 21 (x)ea(x))

Puisque xS, (z) 4+ Py (x)e2(x) + Qn(x)e1 (z) + 21 (x)e2(x) — 0, ceci montre que fgaun DL, (0). O

Exercice d’application 29. Donner le développement limité & 'ordre 3 en 0 de z — e*(1+sin(x)) :
<

2 .’EB 3

em(lJrSin(m))miO(1+x+%+€+0(a¢3))(1+x—%+o(x3))
— %2 13 3
Solt2rt gt or + o(z?)

Exercice d’application 30. Déterminer le

(a) DL3(0) de & — cos(z) sin(x) (b) DLg(0) de cos?
(¢) DL2(0) de & —> cos(x)v/1+ x (d) DL3(0) de z — lnilj—;)
sin(z) sh(z)

(e) DL5(0) de z —> A

(a) cos(z)sin(z) = (1 - 5”22) <x - x;,) +o(a?) = a- 2313 +o(x?).

( 2?2zt af , xt 226

2
2y _ (1 % T T 6y _ 1_ = 22 6
(b) cos?(z) = (1 5 21 720) +o(z )QHOI T +o(z°).

z—0

2 2 2
(c) cos(@)Vita = <1x) <1+x:c)+0(x2) _ 1+ff5i+0(1,2).
1 2?2 a3
l—xxfm(x_—’_) (1+x+x2+x3)+0(x3)xiox+—+—+o(a:3).

(d) In(1 +z) 5 3

(e) sin(z)sh(z) = (m - f) (33 - Jg)) +o(z%) :0332 +o(z?) donc

z—0

sin(z)sh(z) 22 x  3x?  5ad
V- ©—0

=142 o(x) aurait

1
A/ 1 —x x>0 2

Notons que dans ce dernier développement, le développement

suffi pour conclure.

Remarque 31. Si on multiplie (ou divise) un DL en 0 par a?, le o(z™) devient o(z"*?) (ou o(z"P)).
En revanche, si on multiplie un DL & l'ordre p par un DL a l'ordre n, la précision finale est min(n, p).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 32. D’aprés la proposition précédente, il suffit de connaitre un DL & 'ordre
n en 0 de f et de g pour obtenir un DL a l'ordre n en 0 du produit f x g. Mais ce n’est pas une
condition nécessaire : il est parfois inutile de «pousser» les DL de f et g jusqu’a 'ordre n pour obtenir
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un DL & lordre n de f x g, on peut parfois développer f et/ou g & un ordre plus petit (cf exemple
suivant).

Exercice d’application 33. Développer a 'ordre 4 en 0 la fonction x — (cos(z) — 1) In(1 + ).

—>

e Sans optimisation : on écrit les DL & 'ordre 4 en 0 de © — cos(x) — 1 et z — In(1 + z).

1 1 1
cos(z) =1 = —=2® + —a* +o(z?) et In(1+ x) =, gt gt A et o(z?).

On effectue le produit de ces deux DL en ne gardant que les termes de degrés inférieurs ou égaux
a 4, et on obtient

—}xg’ + 1904 + o(a:4) .

(cos(z) — 1) In(1 + ) o3 1

1 1 1
Ce faisant, on constate que les termes Ez‘l du DL de z > cos(z) — 1 et §x3 et 1174 du DL

de z — In(1 + z) n’ont été été d’aucune utilité, car dans le produit, il sont multipliés par
des mondémes de puissances suffisamment élevées pour n’engendrer que des termes négligeables
devant z3.

e En optimisant : On se contente d’écrire un DL & 'ordre 3 en 0 de z —— cos(z) — 1 et un DL a
Pordre 2 en 0 de  — In(1 + z). Le produit

(cos(z) = 1)In(l4+2) = ( - %xQ + o(z%) ) (ac - %xQ + o(z?) )

x—0

va bien donner un calcul suffisamment précis pour obtenir un DL a l'ordre 4 valide pour ce
produit :

e le 0(:03) du premier facteur est multiplié « au minimum » par = et donne un o(z*);
o le 0(m2) du deuxiéme facteur est multiplié « au minimum » par 2 et donne un o(x?).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

4.3. Développement limité d’une fonction composée

Proposition 34.}

Soit I, J deux intervalles. Soit f € F(I,K) et g € F(J,K). On suppose que f(0) =0 et que
f(I) < J.Si f et g admettent un DL, (0) de parties réguliéres P et @Q resp., alors go f a un
DL, (0). Sa partie réguliére s’obtient en tronquant @ o P & l'ordre n.

Exemple 35. Soit n € N. On a, pour tout z € R, cos(x) = ch(iz) et on a montré que

)2, 2 G

k:O

2n+1)

Donc

COS(I) — i (71)161321C +O(Z‘2n+1)

z—0 o (2k)'
hi
De méme, en utilisant sin(z) = i (wc , on obtient
i
n Y2kt omto
n
sin(x $H0,€ZO 2k: 1) + O(x )

Exercice d’application 36. Calculer le
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(a) DL3(0) de z —> /14 2z (b)  DL4(0) de z — In(1 + 2z — 2?)

(¢) DL3(0) de x — e*(®) (d) DL3(0) de 2 — sin(sh(z))
(e) DL3(0) de z —> /3 + /1 + 2z.

1. Puisque lir% 2x =0, on a
Tr—>

B 2z (27)%  (22)3 3 2 2P 3
VIt2e S 145 =gt tol) Slre - g o).

2. Puisque lin%) 2z —2%2 =0, 0na
Tr—

9 — 22)2 (9 — 223 (9p — 22)4
In(1 + 2z — 2?) = (2x_x2)_(x2m) +(:c ) _(x433) + o(z*)
‘ 142°  172*
_ a2 _ 4
= 2z — 3z° + 3 5 —l—o(a:).
3 3 2 23 3
3. Puisque Sm(x)xiox—g—}—o(x ) ete xiol—kx—i—?—l—g—i—o(x ), ona:
. 3 1 2\° 1 23\°
sin(x) _ 1 _£ - v - _ 3
e o +<33 6)+2(x 6) +6<x 6) +o(at)
x? 3
o 1+x—|—?+o(x).
. z? 3 _ x3 5
4. Puisque sh(x) ot o + o(z?) et sin(x) Rt i +o(z?), on a :

sin(sh(z)) = (x + f) - % (1: + x63>3 +o(27) = w+o(a?).

z—0 T—

3

2
5. On a /1 + 2x :O4+x—%+%+o(a:3), d’ou

—0 2

2 3
AV3+A/1+2z = \/4+z—g:2+x+o(x3)
22 3

X X 5
wio 2\/1+48+8+0(zd) i i

1/x 22 3 1/x x2 1 [z 22
— oflqae(ft_ T Y _Z(E_T L (r_z 3
70 <+2<4 8+8> 8<4 8)+16(4 8>>+O(I)
B x 9, T3, s
So 2T T w” tat tol)

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 37. Avec les notations de la proposition, si on veut un DL, (0) de g o f, on
n’est pas toujours obligé d’utiliser un DL, (0) de g ou de f.

Exercice d’application 38. Calculer le

(a) DL5(0) de x —> /1 + 2. (b) DLg(0) de & — sin(z?). (¢) DL4(0) de z — (1 + x)*.
() VIi+a? = 1+ % - % +o(a?).

(b) sin(z?) o % — % + o(z9).
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3 4 2

(¢) Puisque z1n(1 + x) xiox2 — % + % +o(z?) et e” xiol +x+ % +o(z?),
3 4 1 3 5 4
o 21 (2 ) der ol 2 5

QOOOOVVOOOOOOVOOOOOVOOOOOOVOOOOOVOOOOOVV OO OOV O VOOV V OO OOV O VOOV V VOOV OO OOV V VOOV OOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOO0

QOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOVOOOOOVO VOOV OOOOOOVO VOOV O OO OOV O VOOV O OO OOV OOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOC

Remarque technique 39. Pour obtenir un DL, (0) d’une fonction de la forme
[z exp(C + a1z +agx® +...),

on utilise la propriété algébrique de I'exponentielle suivante : f(x) = exp(C)exp(a1x + azz® +...).

Exercice d’application 40. Déterminer le DL4(0) de 2 —> e<*5(*),

o 2 24 z—0

ecos(®) — o 14+ _1;24_1;4 + _ﬁ ’ +O($4) — e—ﬁ—i—%—&-o(az‘l)
20 2 24 2 20 2 6 '

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

2?2 ot x2
— Onacos(z) —1 = —— + — +0(x4) et e*t! = e <1 +x+ 2) +0(x2). Ainsi,
x

QOOOOVOOVOOOOVOVOOOOOVOVOOOOVOVOOOOVOVOOOOOOVOVOOOOOVOOOOOVOVOOOOVOVOOOOOVVOOOOOVOOOOOVOVOOOOVOVO O OOV OOOOOVOOOOOOVOOOO0

Remarque technique 41. Pour obtenir un DL,,(0) d’une fonction de la forme
frxr— In(C+ a1z + aga® +...),
ot C' # 0, on utilise la propriété algébrique suivante : f(z) = In(C) +In(1 + Gz + Lz +...).

Exercice d’application 42. Déterminer le DL4(0) de x — In(cos(z)).

2 4 2

— On a cos(z) — 1 :0—% + 5—4 + o(z*) et log(1 + ) =L % + o(z?). Ainsi,
z?2  2? 1 22\ > 2 2t
ID(COS(.T)) ziO <—2 + 24) - 5 <—2) + O(CE4) ziO —? - E + O(ZL‘4) .

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

4.4. Développement limité d’un quotient

,—[Proposition 43.} N

Soit n € N*. Si u est une fonction définie sur D, possédant un développement limité a 'ordre

n en 0, telle que lign u = 0, alors la fonction x — posseéde un développement limité

1—u(x)
a l'ordre n en 0. Plus précisément, si le DL de a l'ordre n en 0 est

u(x) =, 07+ az? + -+ apz™ + o(z"),

Tr—

alors le développement limité de x — est obtenu en ne gardant que les mon6émes

b
1 —u(x)
de degré inférieur ou égal & n dans les développements des (u(:b))k (on k € [2,n]) dans
I’égalité

1 9 N .
mxiolw(ﬂc)ﬂucﬂ)) +o o (w(@)" +o(z").
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et u, et le DL a 'ordre n de

Démonstration.
La fonction z — ————— est la composée des fonctions A —
1—u(x) 1-h
1
h — = est 1
- -1 24 ... n ny
T Syl R B o)
11 suffit alors d’appliquer le résultat du paragraphe précédent sur les DL des composées de fonctions.
O
1 1 1 z x2 23 1 x 22 28
E le 44. == = (142 4+ 4+ 2 8) = — 444 3).
xemple — 215%02( +o+ T 8)+o(w ) =03t 3t g g ol
. c . 1
Exercice d’application 45. Calculer le DL3(0) de f: 2 — ————.
1 — sin(z)
. 3 3 .
< On a sin(z) ot o(#?). Il s’ensuit
a’ 2 3 3 o Ba’ 3
f(x)xi01+ T +2° + a2’ +o(z )mi01+x+$ +?+0(£6 ).

,—(Proposition 46.}
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant 0 et ayant une limite finie £ non nulle

en 0.
Si f a un développement limité a ’ordre n en 0, alors il en va de méme pour —

\.

Démonstration.
11 suffit d’écrire que pour tout x € I,
1 1 1
=-x
flzy ¢ 11— #
. - (.T) \ IR E)
et la fonction g : x — — tend vers 0 en 0 et possede un DL a 'ordre n en 0. Il ne reste plus
1
qu’a développer x — ——. O
1—g(x)
. . . 1
Exercice d’application 47. Calculer le DL3(0) de f:2+— ——F«———.
cos(z) + exp(x)
1 1 1 cos(x) +e* —2 r ad
(0] = = = .0 = — 4+ — 3
= Onafl@) = S Te =232 27y emmter=z" -t 2 oz Tz ol
donc
2 5$3

1 x a3 x\2 T\3 1 =z
f<x>1302(1‘<2+12>+() -(3) )*0(9”3);02‘4*8‘ 18

,—[Proposition 48.}
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I contenant 0 et admettant un déve-
loppement limité & 'ordre n au voisinage de 0. Si g possede une limite finie non nulle en 0,

alors i admet un DL a l'ordre n en 0.

PCSI1 & 2
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Démonstration.

1
Il suffit de remarquer que i = f x — et d’appliquer les résultats précédents. O
g g

Exercice d’application 49. Déterminer le DL5(0) de tan.

3 5
5 1
— On a sin(x) vt % + fTO +0(z%), donc un DL4(0) de p suffira pour conclure. On a cos(x) —
1 = —x—z—i—x——l—o(x‘l) d’out
a0 2 24 ’
1 2 2t 22\ * z? 5zt
—— =1- =+ = - N =14+ =+ — 4.
(cos(z) — 1) + 1 20 ( 2 +24>+< 2) o) S 15 gy told)

2 4 3 1 3 25
tan(z) = (1+x+5x> <x—x6+120x5>+0(x5) = :v—&—x——}—i—i—o(;f).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 50. Si 1ir%g(1:) =0, il se peut que 5 admette tout de méme un DL en a (il
r—

faut bien sir que f ait également une limite nulle en 0) : il faut passer par la forme normalisée des
DL de f et g pour le savoir.

On écrit un DL de f et de g a des ordres respectifs ny et ny sous forme normalisée :
f(x) = 2P (ap, + ap, 412 + - 4 @p, 2™ 7P 4 0,0 (2" 7PY))  avec ap, # 0

g(x) = P2 (bp, + bpyp12 + -+ + by, @272 + 0,,0(2™27P2))  avec by, # 0.

Ainsi,

Lﬂ;‘) — pP17P2 QApy + Ap,+1T 4.+ anlxn1—p1 + Ozao(ibnl_pl)
g(x) bp2 - bp2+11' +ooet b"zxn2_p2 + 03:—>0(17"2_p2)

=h(x)

Comme ay, et by, sont non nuls, d’apres ce qui précede, h posseéde un DL en 0 d’ordre m = min(n; —
p1,n2 — pa) dont le terme constant n’est pas nul.

Si I'exposant p; — po devant la fraction est strictement négatif, alors i n’a pas de limite finie en 0
donc ne possede pas de développement limité en 0. Si cet exposant est positif ou nul, en développant

la fonction h & I'ordre m, on obtient un développement limité du quotient i a lordre n = m+p; — po.
g

Si l'on a le choix des valeurs de ny et no (par exemple si f et g possédent un DL & tout ordre en 0),

il faut prévoir ces valeurs en fonction de ’ordre n auquel on désire développer la fonction i
g

Exercice d’application 51. Calculer, s’il existe, le DL3(0) de f : z —> S
In(1+ x)
< Recherche des ordres des DL a choisir, au brouillon.
2 3 4 .2 2
f(x):ef—l—x: TS+t _PGtrErs ) . FHEZ4+T 4+
In(l+z) z-Z4+24+... g(1-L+Z+..) 1—2+2 4.
=h(z)

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DL(0) de h, ce qui nécessite un DL3(0) du numérateur
et du dénominateur de h. Cela nécessite donc un DL4(0) de  — e® — 1 — z (on a factorisé par x2)
et un DL3(0) de z — In(1 + z) (on a factorisé par x).

Rédaction.

2 .173 .174 2 3

c_q_ . X T T 4 N 3
e —1 xza02+6+24+0(33) et 1n(1+x)$ﬂox 2+3+o(a:),
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ou sous forme normalisée :

T—1-2 = 2? 7+f+m—2+ (2?) ] et In(l+z) = 1—f+x—2+ (z?)
e {Ex:O.’IJ B 6 o o\r € n xx:x B 3 ol\x
Or,
1 r x? 2\ 2 9 x 2 9
= - =z = 1+ 2
1= (2= 2) o0 +<2 3>+(2) o) S 145 - ol
Ainsi,

fvviividasesvdaiiiasvesvvviviaidasvaiiniaidasddvivinaiadesvvaiinivinavssvviinieidaieisvivaiviieidiviieiivivielvlelioiaiaieiieiaieieloieloliole]

4.5. Intégration d'un développement limité

— Théoréme 52. N\

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant 0. Si f possede un développement
limité en 0 a U'ordre n,

f(z) o Z arz® + o(z")
k=0

alors toute primitive F' de f posséde un développement limité a 'ordre n 4+ 1 en 0 :

n st
F(z) = F(0)+ )] T +o(z"1).

\

Démonstration.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant 0 et F' une primitive de f. On suppose que

f possede un développement limité a 'ordre n en 0 :
n
_ k n
fla) = Z arz® +o(a").

Considérons la fonction définie sur I par

i ot
p:rx— F(z)—F(0)— > ak .
= k1

Montrons que ¢(z) :Oo(m"+1). La fonction ¢ est dérivable sur I et
Veel, ¢(z)=flz)— ) apz® :00(:6")
xTr—>
k=0

ce qui montre que lim
z—0 "
Soit € > 0. La limite précédente assure qu’il existe o > 0 tel que
Veel, |z|<a= | (x)|<elz|™
Soit x € I tel que |z| < «. Pour tout réel ¢ compris entre 0 et z, on a |¢' ()| < et < e|z|™.

On peut appliquer I'inégalité des accroissements finis & ¢ ce qui nous donne

(@) — (0)] < ela|"|z — 0] = efa]"*.
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Comme ¢(0) = 0, on a donc |p(z)] < e|x[**1. On a démontré :

Ve>0, Ja>0, Veel, |z|]<a= |p(x)|<e|z|"",

_op(x) D B +1
donc ill)% s 0 ce qui signifie exactement que ¢(x) xioo(xn ) O

Remarque 53. Le résultat reste valable pour un développement limité en a avec

n n hk+1
_ k n _
f(a—l—h)h:()kzzoakh +o(h™), F(a+h)h:OF(a)—|—];0akk+1

+ o(h"“) .

A\ Attention A\. La réciproque de ce théoreme est fausse : si une fonction dérivable f admet un
développement limité a I'ordre n en a, sa dérivée n’admet pas nécessairement un développement limité
d’ordre n — 1 en a.

1
Exemple 54. La fonction  — In(1 + z) est une primitive de 2 — Toa Or pour tout n € N, on
T
n

1
tré précéd t = —1)ka® ™) d intégrant
a montré précédemment que - a0 Z( )¥z" + o(x™) donc, en intégrant,

xk+1

n+1
rr1 o™

In(1+2z) = In(1+0) + i (—1)*

z—0
k=0

n _1\k
xio Z (ki)l 2Rt O(anrl)

5y

D + n+1
0; 7}) T 0(37 )

3
- O

il

x

et donc, en tronquant le développement limité précédent a I'ordre n :

ln(l —+ (L’) xio i ﬂwk + O(mn)

Exercice d’application 55. Déterminer le DLg(0) de Arctan, Arcsin et Arccos.

—>

2 4 4 5\ J’on a2’
= 1—z?+2*+0(2°) dot Arctan(z) = z— —+—+o

6
1. On a T 22 o0 o 3 5 (:v )
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5. Applications des développements limités

5.1. Recherche d’équivalents et calcul de limites

On utilise la Proposition 10.

Vitzr—+/1—=x

Exercice d’application 56. Chercher un équivalent en 0 de x — —1leten
x
VidE-VI=z _
T

déduire la limite lim
x—0 1‘2

—

sin(x) — x cos(x)
sh(z) — zch(z)

Exercice d’application 57. Déterminer, si elle existe, la limite en 0 de f : z ——

—

Exercice d’application 58. Donner un équivalent simple de f : x —> 2(1 + cos(x)) — 2tan(z) en
0.

—
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Exercice d’application 59. Déterminer un équivalent au voisinage de +o0 de

1 z(z+1)
fx'—>exp<x)—1+x2

5.2. Recherche de tangente et position de la courbe par rapport a sa tangente

SOOOOVOOOOOVOOOOOOOOOOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 60. Si une fonction f possede un DL a l'ordre 1 au voisinage de a, celui-ci
détermine une équation de la tangente & la courbe représentative €5 de f au point A de coordonnées
(a, f(a)). Plus précisément, si

f(a—l—h)hiOaO—I—alh—l—o(h) ie. f(x) zaao—l—al(x—a)—i—o(x—a)

Tr—
alors une équation de la tangente & €y en My est y = ag + a1(z — xo).

Si on a un DL de f en a a un ordre supérieur, le premier terme non nul de degré supérieur ou égal a
2 donne la position de la tangente par rapport a €. Plus précisément, si

fa—l—h)hioao—I—alh—l—anh"—I—o(h") ie. f(x) :aao—i—al(a:—a)—l—an(x—a)"—i—o((x—a)")

r—

avec n = 2 et a,, # 0, alors f(x) — (ap+a1(x —x0)) ~ an(z—1x0)" et donc f(z) — (ap + a1(z — x9))
T—>X

est localement du signe de a,(z — xo)™. Si n est pair, la courbe est au-dessus ou en-dessous de sa
tangente suivant le signe de a,,. Si n est impair, la courbe traverse la tangente.

T:y=ao+aix

o 0 B i

Exemple ou f(z) =, a0 + a1z + asx® + 0(302), avec ag > 0
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T:y=ao+ a1z

Cr

Exemple ou f(z) =, %0 + a1z + asxd + 0(333), avec az < 0

Exercice d’application 61. Déterminer la tangente en 0 de la fonction f : x — In(2? + 2z + 2)
ainsi que le position de la courbe par rapport a cette tangente.

—

QOOOOOVVOOOOVVOOOOVVVOOOOVVOOOOOVOOOOOVVOOOOVOVVOOOOVOVOOOOVOVVOOOVOVVO OOV OOOOOVV VOOV OOOOOOVOOOOVOVOOOOOOVOOOO0

1
Exercice d’application 62. Donner le DLy(0) de f : 2 —> T—sin(@)’ En déduire l'allure de la
— sin(z
courbe &} représentative de f au voisinage de 0.
—
Arcsin(z)

Exercice d’application 63. Donner le DL3(0) de f : 2 — . En déduire l'allure de la

V1 —22

courbe ¢ représentative de f au voisinage de 0.

—
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QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 64. La Proposition 14 permet de déterminer des prolongements a partir de
DL.

Exercice d’application 65. Etudier le prolongement par continuité en 0 de la fonction

Fioe sin(x).

X

QOOOOVOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOOOOOOVVOOOOOOV VOOV O VOOV V OO OOV OO OOV O OO OOV OOOOOVOO VOOV O VOOV O VOOV OOOOOOOOOOO0

5.3. Etude des branches infinies

— Définition 66. N

Soit f € F(R,R), (a, 3) € R?. La droite d’équation y = ax + 3 est dite asymptote a la
courbe représentative de f au voisinage de 400 (resp. —o0) si lirf fx) —(ax+0) =0
r——+00

(resp. zl_i)rzlgof(a:) — (ax +b) =0).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

Remarque technique 67. Soit n € N* et f € F(R,R) vérifiant

f(z) zoax—i-ﬁ—i—;—i—o( 1).

r— xn

Alors la courbe représentative de f admet une asymptote d’équation y = ax + 8 au voisinage de +0o0.
De plus, si v # 0, alors la position de la courbe par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de
5.

Un résultat analogue existe en —oo.

Exercice d’application 68. Trouver les asymptotes a la courbe représentative €5 de la fonction
f:ix— 22+ x4+ 1 et les placer par rapport a cette courbe.

—>
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QOOOOOOOOOOOOVOOOOVVOOOOOVOOOOOVOVOOOOOOVOOOOVVO VOOV V OO OOV O VOOV V OO OOV O OO OOV V VOOV OOOOOOV VOOV OOOOOOOOOOO0

5.4. Recherche d’extrema

QOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 69. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un élément de I
qui n’en est pas une extrémité. On sait qu’une condition nécessaire pour que f ait un extremum local
en a est que f/(a) = 0. En un tel point ot f’(a) = 0, pour savoir si f(a) est bien un extremum de f,
on écrit un DL de f en a & un ordre suffisant pour pouvoir trouver un équivalent de f(a + h) — f(a)
lorsque h tend vers 0.

e Si f(a+h)— f(a) o aph? ol p est un nombre pair, alors f(a) est un extremum local de f
(maximum si a, < 0 et minimum si a, > 0).

e Si f(a+h)— f(a) o aqh? ou ¢ est un nombre impair, alors f(a) n’est pas un extremum local
de f.

Exercice d’application 70. La fonction f : 2 — 2 + (sin(z) — sh(z)) Arctan(x) admet-elle un
extremum en 07?7

QOOOOOVVOOOOVVOOOOOVVOOOOVVOOOOOVVOOOOVVO VOOV VOOOOVV VOOV VOOOOVV VOOV OO OOV VOOV VOOOOOV VOOV OOOOOOOOOOO0
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