e 19

Espaces vectoriels - partie 1

Dans ce cours, K représente R ou C.

1. L’exemple du plan

Si w et v sont deux vecteurs du plan, on sait construire le vecteur somme ¥~ + W et les vecteurs
AT, pour tout A € R.

w 2w —w

La loi + ainsi définie munit 'ensemble P des vecteurs du plan d’une structure de groupe commu-
tatif.
e + est une loi associative : pour tout (W, 7, W)eP ,(W+ )+ W = + (T + ).
e + est une loi commutative : pour tout (@, 7)€ P +
e Le vecteur nul est neutre pour la loi + : pour tout
e Tout vecteur admet un symétrique pour la loi + : pour tout

De plus, 'opération de multiplication par un nombre réel, notée -, se comporte « bien » vis a vis de
cette loi.

e Pour tout @ € 73), 1-

e Pour tout ()\,U’,W)ERXPQ, A (THW)=XT +A-W.

e Pour tout (A, 1, ) eRZX P, A+ p)- T =\-T 44

e Pour tout (A, 1, ) €REx P, (M) -0 = A- (- 7).
D’autres ensembles déja rencontrés possédent ces mémes caractéristiques, par exemple ’ensemble des

matrices de taille n X p : on sait faire la somme de deux telles matrices et multiplier une matrice par
un coefficient. Les régles de calculs sont analogues a celles dégagées ci-avant.

W=

|

)

On peut donc mettre en évidence une structure commune & ces ensembles, structure qu’on appellera
espace vectoriel, méme si les éléments de I’ensemble ne sont pas des vecteurs au sens de ce qui a été
vu dans ’enseignement secondaire.



2. Structure d’espace vectoriel

\

— Définition 1.

EV4 :

EV5 :
EV6 :

EVT7:
EVS :

On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) tout triplet (E,+,-) ot F est
un ensemble non vide, + : E x E — FE est une loi interne et - : K x E — FE est une loi
externe qui vérifient les propriétés suivantes.

EV1 :
EV2:
EV3:

Vu,ve E, u+v=v+u (commutativité)

Vu,v,we E, (u+v)+w=u+ (v+w) (associativité)

10pe E,Vue E,0g+u=u+0g = u.

0p est 'élément neutre de 1'addition, il est appelé vecteur nul.

Vue E,Jve F,u4+v=v+u=0g.

Tout élément posseéde un opposé pour la loi +. L’opposé de u est noté —u. On peut
montrer en combinant les quatre propriétés précédentes que cet opposé est unique.
Va,eK,Vue E, (a+f) u=(a u)+ (8- u) (distributivité par rapport & la somme
de scalaires)

VaeK,Vu,ve E, a (u+v) = (a-u)+ (a-v) (distributivité par rapport a la somme
de vecteurs)

Va,beK,Vue E, (af)-u= a(f - u) (associativité mixte)

Vue E, 1 -u=wu. L’élément unité de K est un élément neutre pour la multiplication
externe.

Les éléments de K sont appelés des scalaires, ceux de E des vecteurs.

J

Notation 2. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Lorsque A est un scalaire et u un vecteur, on écrira
Au pour A - u, mais pas u.

On notera également u — v pour désigner u + (—v).

2.1. Exemples fondamentaux

Les exemples suivants sont fondamentaux, il faut les connaitre.

e (R,+, x) est un R-espace vectoriel. Ici, la loi externe est la loi de multiplication des réels. Le
vecteur nul eset 0.

e (C,+, x) est un C-espace vectoriel, avec x : CxC — C

Nz) — Axz

(C,+, x) est aussi un R-espace vectoriel, avec cette fois x : RxC — C

(Nz) — Axz

e [’ensemble (77, +, ) des vecteurs de la géométrie plane avec 'addition classique des vecteurs et
la multiplication par un réel est un R-espace vectoriel.
Idem pour 'ensemble (€, 4, -) des vecteurs de la géométrie dans ’espace.

=+

(R?,+,-) est un R-espace vectoriel, ol les opérations sont définies par

R2 xR? — R? et - RxR? — R?
((z1,22), (y1,%2)) — (1 +y1,22 +42) (A (z1,22)) — (A1, Az2)

Le vecteur nul est Ogz = (0,0).
Plus généralement, si n € N*, (K", +,-) est un K-espace vectoriel.

(K[X],+, ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est le polyndéme nul.

o (M, ,(K),+,-) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est la matrice nulle Opq, (k)-
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e Soit £ un ensemble quelconque non vide. On s’intéresse a I'ensemble K = F(Q,K) des appli-
cations de 2 dans K, qu’on munit d’une loi de composition interne :

+: K8 xK? — K9

(I i S

ainsi que d’une loi de composition externe :

K xK? — K¢

A9 — “{c — §\2~K9($)}

(F(,K),+, ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est

0: 9 — K.

r — 0

Cet exemple est fondamental. En effet, il inclut les cas particuliers suivants :

o Si Q=11,n], on a F(,K) = K" et on retrouve I’exemple cité plus haut.

o Si Q = N, alors KN, ’ensemble des suites & valeurs dans K, muni de I’addition classique
des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul
est la suite nulle (0),en-.

o Si D est une partie de R, I'ensemble des fonctions de D dans R, muni de 'addition de
fonctions et de la multiplication par un scalaire est un R-espace vectoriel, dont le vecteur
nulest0: D — R .

r — 0
e On peut encore généraliser I'exemple précédent. Soit (F,*,e) un K-espace vectoriel et @ un
ensemble quelconque. On munit alors l'ensemble F(Q2, E) des applications de Q vers E des

opérations
H: FIQE)xF(Q,E) — F(QFE)
Q — F
(fag) - [.’L‘ — f(;(;)*g(:];):|
et

0: KxFQ,E) — F,E)
Q — F
A f) — { T )\-f(m)]

(F(Q, E),A, 1) est un K-espace vectoriel et le vecteur nulest 0: @ — K .
rz — 0
Par exemple, on peut choisir Q@ = [0; 1] et E = Mo 3(R), qui est bien un R-espace vectoriel. On
définit
[O; 1] I M273(R) et g: [O, 1] — Mg,g(R)

t 2 4 0 1 ¢
t'_)(0t0> tb’(ooo)
deux vecteurs de F([0, 1], M2 3(R)). Alors

fHg: 051 — M;3(R)
PN t 3 44t
0 t 0
Remarque 3. On peut toujours considérer les C-espaces vectoriels £ comme des R-espaces vectoriels :
il suffit de restreindre la loi externe - : Cx E — EaR x E : - : R x E — E. Par exemple, C[X]

est un C-espace vectoriel, mais c’est également un R-espace vectoriel. De méme, CN est un C-espace
vectoriel et également un R-espace vectoriel.
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2.2. Premiéres propriétés

Proposition 4.

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. Alors pour tout (A, z) e K x E,

)\'LE:OE<:))\:OKOUJL‘:0E.

Démonstration. e Soit x € E. Alors Og - x = (0x + Og) - ¢ = Ok -  + Ok - « d’aprés EVS.
D’apres EV4, tout vecteur de E possede un opposé, donc :
OEZOK'J?—F(—OK'Z‘)
:(OK-x—i—OK-x)—i—(—OK-x)

:OK'$+(OK'$+(*0K'ZL‘)) EV2
— Ok 2+ 0 EV4

o Soit Ae K. Alors, A\-0g = A (0g +0g) =A-0g + X 0g. (EV3) et (EVO)
D’apres EV4, tout vecteur de E possede un opposé, donc :
= ()\-OE-F)\-OE)-F(—)\-OE)

=X-0g+(\-0g+(=X-0g)) EV2
=X\-0g+0p EV4
=\-0g EV3

e Soient z € E et XA € K tels que A -z = 0. Montrons que A = 0g ou z = Og.
Si A = Ok, le résultat est obtenu.
Si A\ # Ok, alors % (Ax) = % -0 = 0 d’apres le premier point.
Or, 3+ - (A-2z) = (5A) -2 d’aprés EV7, donc 4 - (A-z) =12 =z par EV8. Donc z = 0p. O

~ Proposition 5. \

Soit (E,+,-) un espace vectoriel. Alors,

1. Ve e B, (-=1)-z = —x (opposé de x).
2. VaeK,VgeK,VaeE, (a—f8)z=a-x—F-z=a -2+ (-8 x).
3. VAeK Vee E\VyeE, A-(z—y)=X-xz—X-y.

\. J

Démonstration. 1. Soit x € E. Alors

z+(-1)-z=1-z+(-1) 2 EVS
=14+(-1) = EV6
= OK -
=0g avec la proposition précédente.

2. EV5 et le point 1.
3. EV6 et le point 1.
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2.3. Combinaisons linéaires de vecteurs

(. - -
~— Définition 6. | N
Soit n € N*. Soit F un K-espace vectoriel et (x1,...,2,) une famille de n vecteurs de E.
On dit qu'un vecteur u de F est une combinaison linéaire des vecteurs x1,...,x, s’il
existe A1,..., A, dans K tels que
U= ATy + Aoxa+ -+ A2y

La notion de combinaison linéaire est géométri-
quement tres simple a représenter dans le plan
(ou dans l’espace). Sur la figure ci-contre, @ est
combinaison linéaire de 7 et 7, mais ¢a n’est pas le
cas de ¢. Par contre, dans 'espace, tout vecteur
est combinaison linéaire de 7, 7, k.

Exemple 7. 1. On se place dans un K-espace vectoriel (E,+,-). Soient u et v deux vecteurs de
E. Alors, u, —v, 2u — 4v sont des combinaisons linéaires de u et v.

2. Dans le R-espace vectoriel (R3,+,-), le vecteur (3,—2,4) est une combinaison linéaire des vec-
teurs i = (1,0,0), j = (0,1,0) et k = (0,0,1) car

(3,-2,4)=3-i—2-j+4-k.

3. On se place dans le R-espace vectoriel (R[X],+, ). Alors le polynome 2X7 +3X% — X3 + X —8
est une combinaison linéaire des polynémes X7, X6 X° X4 X3 X2 X, et 1 car

2XT 43X - X34+ X -8=2-X"4+0-X+0-X°+3- X'+ (-1)- X’ +0-X?+1-X +(-8)- L.
Exercice d’application 8. Dans R?, 2 = (2, 3, 5) est-il combinaison linéaire des vecteurs e; = (1,0, 1),

ez =(1,1,0) et e3 =(0,1,1)7

—>

Exercice d’application 9. Dans Ms(R), considérons A = (; i) La matrice A? est-elle combi-

naison linéaire de A et I5?

—
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Exercice d’application 10. Dans KN, u = (n?),en est-elle combinaison linéaire de v = (1),en et
w = (N)pen?

—

OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 11. Si f, g et h sont trois fonctions telles que f = ag + bh, ou l'on souhaite
déterminer a et b des scalaires, on peut exploiter les égalités en certaines valeurs. On peut aussi utiliser
Pégalité des limites (lorsqu’elles existent) ou, dans le cas de fonctions dérivables, 1'égalité des dérivées.

Exercice d’application 12. Dans R®, f : 2 —— ch(22) est-elle combinaison linéaire de sh? et ch??

—

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

A Attention A. S’il y a ambiguité sur le corps de base (E est-il considéré comme un C-espace
vectoriel ou comme un R-espace vectoriel 7), il est important de le préciser.

Par exemple, 1 + ¢ est combinaison linéaire de 1 et 2 dans le C-espace vectoriel (C,+, x) (puisque
14+4é= (1414 -1+0-2 par exemple), mais 1 + ¢ n’est pas combinaison linéaire de 1 et 2 dans le
R-espace vectoriel (C,+, x) (car Im(14+¢) =1+# 0=3Im(a-1+b-2) pour tous a,b e R).

A Attention A. En général, Z AeTp = Z urxr n’implique pas Ap = pi pour tout k € [1,n].

Autrement dit, on ne peut pas falre d 1dent1ﬁcat10n quand on a deux décompositions linéaires avec les
mémes vecteurs, car une telle décomposition n’est a priori pas unique. Par exemple,

(1,1) +2(0,1) +2(1,0) = (3,3) = 2(1,1) + (0,1) + (1, 0).
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3.

Sous-espaces vectoriels

Dans toute cette partie, (E, +,-) désigne un K-espace vectoriel

3.1.

~— Définition 13. N

Définition et exemples a connaitre

Soit F' une partie de . On dit que F' est un sous-espace vectoriel de F si
SEV1: Vu,ve F, wu+wveF (F eststable par addition)
SEV2: Yue F,YAeK, A-ueF (F eststable par multiplication externe)
SEV3: 0g e F.

\.

,—[Proposition 14.} \

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors, FF muni de I'addition et de la multiplication
externe définies sur E (ou plutot des restrictions de ces lois & F, dites lois induites) est
K-espace vectoriel.

Démonstration. e F est bien non vide car Og € F.

+ est bien une loi interne a F' d’apres SEV 1.
EV1 et EV2 sont vérifiées car les éléments de F' sont aussi des éléments de E.
Og € F par SEV3 donc EV3 est vérifiée. Et O = 0p.

Montrons que les opposés des éléments de F' sont aussi dans F'.

Soit « € F'. Alors, par SEV2, (—=1) -2 € F. Or, dans F, on sait que (—1) - = —x est 'opposé
de z. Donc —x € F. EV4 est bien vérifiée.

Les propriétés EV5, EV6, EV7, EV8 sont vérifiées car les éléments de F' sont aussi des éléments
de F. O

En pratique, pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel, on utilise plutét la proposition
suivante.

\

,—[Proposition 15 - Caractérisation des sous-espaces vectoriels.] \

Soit F' une partie de F.
F est un sous-espace vectoriel de FE si et seulement si il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. OEGF
2. Vxe FFVye F,.YAeK, A-x+yelkF.

Démonstration. e Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de E. Par définition, Og € F.

Soient x,y € F';, A € K. Alors, par SEV2, A-xz € F et par SEVI, A\-x+ye F.
Soit F' une partie de F vérifiant

1. 0g e F.

2. Vxe F.Vye FFYAeK, A-xz+4+yekF.
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Alors, on a bien O € F (SEV3).
Soient x et y dans F. Alors, 1-z+y € F, donc x +y € F (SEV1).
Soient A € K,z € F. Comme Og € F, A\-x +0g € F, donc A-x € F (SEV2). O

Exemple 16. e Les ensembles {Og} et F sont des sous-espaces vectoriels de E (dits sous-
espaces vectoriels triviaux).

e Dans le plan vectoriel P de la géométrie vectorielle plane, les droites vectorielles sont des
sous-espaces vectoriels. Rappelons qu'une droite vectorielle est un ensemble {kw : k € K} (ou
=\ (>
w € P\{0}), soit 'ensemble des vecteurs colinéaires & .

e Dans 'espace vectoriel & dela géométrie vectorielle dans ’espace, les droites vectorielles et les
plans vectoriels (i.e. les ensembles de la forme {a@” + bT” : a,b € K}, oi @ et T ne sont pas
colinéaires) sont des sous-espaces vectoriels.

Exercice d’application 17. Soit n € N*. Montrer que
F:{(‘Tla"'v'rn)eRn |$1+I2+"'+1'" :0}

est un sous-espace vectoriel de R"™.

—

Exercice d’application 18. On pose F = {(z,y,2) € R® | # + 2y + 2 = 1}. F est-il un sous-espace
vectoriel de R??

—>

Exercice d’application 19. Montrer que F = {P € R[X] | P(0) = P(1)} est un sous-espace
vectoriel de R[X].

—
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Exercice d’application 20. Soit n € N Montrer que K, [X] est un sous-espace vectoriel de

—

OOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 21. Pour démontrer qu’un ensemble est un espace-vectoriel, on peut montrer
qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu. Cette méthode est tres utile et
particulierement adaptée aux ensembles décrits par équations.

Exercice d’application 22. Montrer que F' = {(ac, y) € R? } 20 —y = 0} est un R-espace vectoriel.

—>

Exercice d’application 23. Soit F' = {(uy)nen € RN | V1 € N, wyy0 + u, = uo}. Montrer que F
est un R-espace vectoriel.

—>

Exercice d’application 24. Montrer que I'ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation

différentielle y' + 1 +1m2 y = 0 est un R-espace vectoriel.

—>

19 - ESPACES VECTORIELS - PARTIE 1 PAGE 9 SUR 24 PCSI 2



QOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOO VOOV OO OOOVO VOOV O VOOV O VOOV O VOOV O VOOV OOOOOOVOOOOOOOOOOOC

Exercice d’application 25. Soit n € N*. On considére I'ensemble S,, = {M € M,,(C) | ‘M = M}
des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C qui sont symétriques. Montrer que S,, est un
sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel (M,,(C), +,-).

—

Exercice d’application 26. Soit n € N. Soit I un intervalle de R. Montrer que I’ensemble € (1) des
fonctions & valeurs réelles n fois continiment dérivables est un sous-espace vectoriel de (F(I,R),+, ")
(ici, les vecteurs sont donc les applications de I dans R).

—>

Exercice d’application 27. Considere
F={fe@*R)| f"+3f +4f =0}

(0 est ici la fonction nulle).
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel du R-
espace vectoriel (¢2(R), +, ).
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,—(Proposition 28.} <

Soit F' un sous-espace vectoriel de (E, 4+, ). Alors F est stable par combinaison linéaire de
ses vecteurs :

VneN* Vai,...,zpn € F,VA,..., \n €K, Axz1+--+ Axp €F.

Démonstration.
Soit (;)ien+ une famille de vecteurs de F et (\;);en+ une famille de scalaires de K. Posons pour tout

neN*, H, :« Z Mz € F ».

Ona Mz €F car F' est stable par produit externe, donc H; est vraie.

Soit n € N* tel que H,, soit vraie. On a nil Ak = ( Z AeZk) + Apt1Zny1. Or, via Hy,, Z Az € F.
De plus, puisque F' est stable par produ1t externe )\ ﬂcn € F. Enfin, puisque F est stable par somme,
( Z AeTr) + Ant1Znt1 € F. Done Hy, 41 est vraie.

k=1
Le principe de récurrence assure que pour tout n € N*, H,, est vraie. O

3.2. Sous-espace vectoriel engendré

— Définition 29. N

Soit n € N*. Soit F un K-espace vectoriel et (21, ...,x,) une famille de n vecteurs de E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de z1, ..., z, est appelé sous-espace vectoriel en-
gendré par z1,...,2, et se note Vect (z1,...,2,).

Vect (z1,...,2n) = {Mx1+ -+ A\pzy 2 A1y, A € K}
={ueFE|IN,..., \peK u=X a1+ -+ Az}

Ainsi, pour tout vecteur u de E, on a ’équivalence

u€ Vect (x1,...,2n) < IN1,..., Ay € K| tels que u = A\yzy + -+ + Ay

~— Définition 30. N

On appelle droite vectorielle de E un sous-espace vectoriel D de F qu’on peut écrire
D = Vect (u) avec u € E. On dit que u est un vecteur directeur de D.
Par définition, D = {A-u : A e K}.

Vect (u) Vect (u,v) = Vect (u) = Vect (v)
u v “u

Définition 31. N

Soient u et v deux vecteurs de E. On dit que u et v sont colinéaires lorsqu’il existe A € K
tel que v = Av ou v = Au.
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Exemple 32. Dans R[X], X? et 3X? sont colinéaires.

~— Définition 33.

On appelle plan vectoriel de FE un sous Vect (u,v)
espace vectoriel P de E qu’on peut écrire

P = Vect (u,v) ot u et v sont deux vecteurs uf

non colinéaires de E. On a alors, par défini- "

tion,

P={x-u+p-v:A\pekK}.

\

Exemple 34. e Dans R?, posons e; = (2,1). Alors

Vect (e1) ={A-e1 : Ae R} ={(2\,\) : Ae R}.

e Dans Ms(R), posons A = <(1) (1)) Alors

Vect (Ig, A) = {\To + XA : A\, Ao e R} = {(Al AQ) S AL A2 eR}.

A2 Ao

/A Attention A\. A nouveau, lorsqu’il y a ambiguité, il est important de préciser si I'on travaille
dans un R-espace vectoriel ou dans un C-espace vectoriel, ce qui ’on peut éventuellement indiquer en

précisant Vectc ou Vectg.

Par exemple, Vect (1) = {A -1 : XA € C} = C dans le C-espace vectoriel (C, +, x). Par contre, Vect (1)

{A-1: XeR} = R dans le R-espace vectoriel (C,+, x). On pourra ainsi écrire Vectc(l) = C et

Vectg(1) = R.

Lemme 35.

Soit (21, ..., ;) une famille finie de vecteurs de E. Alors Vect (21, . .., x,) est un sous-espace

vectoriel de E.

Démonstration. 1. Vect (z1,...,2,) C E.
2. 0p = Ogxq + Ogxa + - - - + Ogxy,. Donc Og € Vect (21, ..., z,).
3. Soient u,v € Vect (z1,...,2,) et a € K.

u € Vect (21, ...,2,) donc il existe A1, Ao, ..., A, € K tels que u = Ajzq + -+ + A\,

v € Vect (z1,...,x,) donc il existe p1, po, ..., u, € K tels que u = g1 + -+ + pinxy,. Alors,

a-u+v=a-(AMx1+ -+ AZp) + (121 + - F pnTn)

=a-(Mx1)+ 4o (Apzn) + 121+ -+ fnn (EV6)
=(axA) x4+ -+ (@xAy) Ty + 121 + -+ fnZn (EVT)
=(axA+pu) x4+ (@xX Ay + pn) - Tn (EV5)

Pour tout i € [1,n], @ x \; + p; € K, donc o - u+ v € Vect (21, ..., 2,).

Vect (z1, ..., z,) est bien un sous-espace vectoriel de E.
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— Théoréme 36. N

Soit (x1,...,2,) une famille finie de vecteurs de E.

Vect (z1,...,2,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de 'inclusion) qui
contient a la fois x1,zs,..., T,

Cela signifie que pour tout sous-espace vectoriel G de E contenant xi,zs,...,T,, on a

Vect (z1,...,2,) € G.

\. J

Démonstration. e On a montré dans le lemme que Vect (z1, ..., ;) est un sous-espace vectoriel de
E.

Deplus, z1 =121 4+0- 22+ ---+0-x,, donc x1 € Vect (z1,...,T,).
De méme, pour tout i € [1,n], 2, =0-27+---+0-2,1+1-2,+0 241 +---+0-x,, donc

x; € Vect (z1,...,2y).
Donc Vect (1, ..., ,) est bien un sous-espace vectoriel de E contenant x1, ..., Z,.

e Reste a montrer que c’est le plus petit. Soit G un sous-espace vectoriel de F contenant x1,...,x,.
Soit u € xy,. ., xy. Alors u s’écrit Ajzy + -+ + A\pxy, avec Ay, Ao, ..., A Or, 2y, ..., , sont

des éléments de G et G est un sous-espace vectoriel, donc est stable par combinaison linéaire de
ses vecteurs, donc A1 - x1 + -+ A, -z, € G, c'est a dire u € G.
Donc Vect (z1,...,2,) € G. O

Exemple 37. o Soit FF = {3aX?+ (a+b)X —b: (a,b) € C*}.Ona F = Vect (3X? + X, X — 1),
donc F est un sous-espace vectoriel de C[X].

e Reprenons I’Exercice d’application 22. On a
F={(z,y) ERQ} 20—y =0} ={(z,22) : ze R} = {(z- (1,2) : z€ R} = Vect ((1,2)),

donc F est un sous-espace vectoriel de R?.

e Reprenons ’Exercice d’application 24. L’équation différentielle 3" + H%y = 0 admet comme
ensemble de solution

F = { R — R ~ Arctan(z) - e R} = Vect (.T —s e Arctan(x))

T — e

donc F est I'espace vectoriel engendré par le vecteur z — e~ Art2(*) dy R-espace vectoriel
R® : c’est en particulier un R-espace vectoriel.

Exercice d’application 38. Montrer que F' = {u e CN | VneN, Upto+ Upy1 + Uy = O} est un
C-espace vectoriel.

—>
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Exercice d’application 39. Soit F' = {(x,y,t,2) e R* |z +y+t+2=0et z + 2y + 32 + 4t = 0}.
Montrer que F est un plan vectoriel de R*.

—

Exercice d’application 40. Soit G = {P € R3[X] | P(1) = 0}. Montrer que G est un sous-espace
vectoriel de R[X] en lécrivant sous la forme F = Vect (- - ).

—
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Exercice d’application 41. Soit H = {f € €%(R) | Vt € R, f"(t) + 2f'(t) + f(t) = 0}, c’est &
dire ’ensemble des solutions de I’équation différentielle y” + 2y’ + y = 0. Montrer que H est un plan
vectoriel.

—>

3.3. Intersection de sous-espaces vectoriels

,—(Proposition 42.}

Soit I un ensemble. Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel et (F;);er une famille de sous-espaces
vectoriels de E. Alors,
G=(\Fi={reE|Viel, zeF},
iel

est un sous-espace vectoriel de F.

\. J

Démonstration. e Pour tout i€ I, F; c FE, donc G c E.
e Pour tout ¢ € I, F; est un sous-espace vectoriel de E donc Og € F;, donc Og € (| F; = G.
iel
e Soit A e K, x,y € G. Montrons que A -z +y € G.
Soit i € I. Alors, x € F; et y € F;. Comme F; est un sous-espace vectoriel, A -z + y € F;.
Donc, pour tout i e [, A\-x+ye F;,dou A-x+ye [ F;=G.
el
Donc G est un sous-espace vectoriel de E. O
Remarque 43. Notons que dans la proposition, I est un ensemble quelconque, non nécessairement
fini, ni méme dénombrable.

—-

Exemple 44. 1. On se place dans 'espace vectoriel (£ ,+,-) des vecteurs de I'espace de la géo-
métrie dans ’espace. Soient deux plans vectoriels P; et P, dans & .

=
7

P

Py
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Alors ]7{ N 172) est soit une droite vectorielle D (qui est un sous-espace vectoriel de ?), soit le
plan P =D (si les deux plans sont confondus).
2. On se place dans le C-espace vectoriel C[X]. On considére :
F = {P e C[X] | P est paire} (vérifier que c’est un bien un sous-espace vectoriel).
G = {P e C[X] | P(42) = 0} (vérifier également que c’est un sous-espace vectoriel).

Alors leur intersection F n G = {P e C[X] | P est paire et P(42) = 0} est un sous-espace
vectoriel de C[X].

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 45. Pour déterminer une intersection d’espaces vectoriels, il est plus simple
de décrire ceux-ci a l'aide d’équations.

Exercice d’application 46. Considérons
E={(z,y,2)eR*|3z4+2y—2=0} et F={(2a,b,a+b): (a,b)cR?}.

Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R? puis prouver qu’il existe u € R3 tel que
E n F =Vect (u).

—>

fviviviuinavesvdaiisevvvviviiaidasvaiviniaidavsddaivinaiadesvvaivinvinavssvaiiniviaieevivaivieiiviieivivielvieiliaiaieiieieieielvieloliol]

3.4. Somme de sous-espaces vectoriels

On se place dans un K-espace vectoriel (E, 4+, ).

A\ Attention A. La réunion de deux sous-
espace vectoriels n’est en général PAS un sous-
espace vectoriel. Dans l’exemple représenté ci- U

apres, on a u + v ¢ Vect(u) u Vect (v), donc u+wv
Vect (u) u Vect (v) n’est pas stable par somme.
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Il est alors naturel de se demander quel est le « plus petit » sous-espace vectoriel de E contenant la
réunion de F et G des sous-espaces vectoriels de E 7

— Définition 47. N

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de E. On note F' 4+ G et on appelle somme des
sous-espaces vectoriels F' et G ’'ensemble

F+G={f+g: feF,geG}.

Proposition 48.}

F + G est un sous-espace vectoriel de

Démonstration. e Soit ue F + G. Alors, il existe f € F,ge G, u = f + g. Puisque f et g sont des
éléments de F,onau=f+ge F.Dou F+Gc E.

e 0)peFetOgeG. DoncOg+0ge F+G. Comme O + Og =0g,onalOgeF+G.
N~—~—
eF eG
e Soit (u,v) € (F+ G)%, X\ € K. Alors il existe (f1,91) € F x G et (fa,92) € F x G) tels que
u:f1+gletv:f2+g2.

A+v=Afi+g9)+ (f2+ g2)
= (A1 + f2) + (Ag1 + g2)-

Or Af1+ f2 € F car F est un sous-espace vectoriel de F et A\g; + g2 € G car G est un sous-espace
vectoriel de E. Donc Au+ v € F' 4+ G. Finalement, F' 4+ G est un sous-espace vectoriel de . O

,—(Proposition 49.} \

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels G

de F, alors F+@ est le plus petit sous-espace F+@G
vectoriel de E (au sens de I'inclusion) conte-

nant F'u G.

C’est a dire que pour tout sous-espace vecto- VG F
riel H de E contenant F' U G, alors /

F+GcH.

\.

Démonstration.

Soit H un sous-espace vectoriel de E' contenant F' U G. Soit u € F +G. Il existe (f,g) € F x G tel que
u=f+g. Fc HetGc H donc f,ge H. Comme H est un sous-espace vectoriel, f + g € H. Ainsi,
F+GcH. O

Exemple 50. Dans le R-espace vectoriel (F(R,R),+, ), on considére le sous-espace vectoriel F' des
fonctions polynomiales de R dans R et G = Vect (exp). On pose

h: R — R , f: R — R , g: R — R
z — 32t -2z + Texp(z) r — 3zt -2z x —> Texp(x)

Alors, h € F 4+ G car h est la somme de la fonction f qui appartient a F' et de la fonction g qui
appartient a G.
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Exercice d’application 51. Posons e; = (1,0) et e = (0, 1). Montrer que Vect (e1) + Vect (e3) = R2.

—

Exercice d’application 52. Posons
E= {PeR[X] | P'(0) :O} et F =Vect(X+1).
Prouver que E + F = R[X].

—

,—[Proposition 53.} \

Soit (x1,...,%n) et (y1,...,yp) deux familles de vecteurs de E. On note F =
Vect (21,...,2,) et G = Vect (y1,...,yp). Alors,

F+G=Vect(z1,...,Zn,y1,---,Yp) -
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Démonstration.
On procede par double inclusion.

e Sens . Soit w € F + G. Alors il existe u € F et v € G tels que u +v = w. u € F donc il existe
Aty A € Kotels que w = Ay + - - 4+ A2y, De méme v € G donc il existe juq,. .., 1, € K tels
que y = 1y + -+ HpYp.

Alors w = Mx1 + -+ App + iy + -+ UpYp-
Donc w € Vect (z1,...,Zn,Y1,...,Yp) €t F+ G < Vect (T1,...,Zn,Y1,..-,Yp) -

e Sens D. Soit w € Vect (T1,...,%n, Y1,...,Yp). Alors il existe A1,..., Ayyp € K tels que
w=MT1+ -+ AT + A1y + o F AgpUp-

Onpose z =AMz + -+ ApZp et ¥y = App1y1 + - + A pUp-

x est une combinaison linéaire d’éléments de F', qui est un sous-espace vectoriel de F donc est
stable par combinaison linéaire de ses vecteurs. Donc € F. De méme, y est une combinaison
linéaire d’éléments de G et G est un sous-espace vectoriel de £ donc y € G.

Doncw=x+yavecze FetyeG,doncwe F+QG.
On a donc Vect (z1,...,%n,¥1,...,Yp) € F +G.
Par double inclusion, Vect (z1,...,%n,y1,---,Yp) = F + G. O

Proposition 54.}

Toute combinaison linéaire d’un vecteur de F et d’un vecteur de G est un élément de F + G.

Démonstration.
Soit ue FetveG, \,u € K. Alors Au € F et uv € G car F et GG sont des sous-espaces vectoriels de
E. Donc Az +pye F+G. O

3.5. Sous-espaces vectoriels en somme directe

La somme de sous-espaces vectoriels est un outil intéressant, mais elle souffre d’'un défaut important :
le manque d’unicité des décompositions. Si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors un
vecteur de F' + G peut s’écrire de plusieurs fagons comme somme d’un vecteur de F' et d'un de G.

Exemple 55. Dans l'espace & des vecteurs de la
géométrie dans ’espace, on considére deux plans &l

non confondus 771) et 73_; Alors leur intersection }/
est une droite vectorielle D’ dirigée par un vecteur
w, qui appartient aux deux plans.

WeP, +Py car @ =W + 0 avec W € Py et

— =
0 e PQ .
. 4 . . = = >
Mais @ s’écrit aussi w = 0" +w avec 0 € P; et
> 7 7 .
w € Py . On peut également écrire @~ = %E’—I—%U’ P

avec %U’ € 771) et %E’ ePy.
Ainsi, il n’y a pas unicité de la décomposition de
7. On a trouvé deux couples différents (et méme
trois!) (077,72) et (w7, ws) tels que :

o eP U Py

wr e Py, w7 € Py

o+ v =wr +wy

Se pose donc la question : quelle condition doit-on rajouter pour que les décompositions dans F' + G
soient uniques ?
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— Définition 56. N

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont en somme directe
lorsque tout vecteur de F' + G se décompose de maniére unique en la somme d’un vecteur
de F' et d’un vecteur de G. Cette condition peut aussi s’écrire :

Va,2 € F,Vy,y € G, x+m’:y+y’:>{z _

Lorsque la somme de F et G est directe, on la note FF @ G.

Exercice d’application 57. Posons e; = (1,0) et e; = (0,1). Montrer que Vect (e1) et Vect (e2)
sont en somme directe.

—>

Exercice d’application 58. Posons F' = Vect ((1,0)) et G = Vect ((1,1), (1, —1)). Les sous-espaces
vectoriels F' et G sont-ils en somme directe ?

<
,—[Proposition 59 - Une premieére caractérisation.} \
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. F' et G sont en somme directe si et
seulement si
= 0
V(z,y) e Fx G, z+y=0p—= * E
y = 0Op

Démonstration. e Supposons que F' et GG sont en somme directe.
Soient x € F et y € G tels que £ +y = 0. On peut décomposer O en O = 0 +0g avec Og € F
et Op € G. Comme on a supposé que F' et G sont en somme directe, la décomposition de Og est
unique donc z = 0 et y = 0p.

e Supposons que
Yz e F,Vy € G, x+y:0E:>{ v = Ug
y = 0Og
Soient xz,2’ € F et y,4' € G tels que z +y = 2’ + 3. Alors (z — 2') + (y — y') = Og. De plus,
x—1 € Fety—1vy €G. Ainsi, d’aprés 'hypotheése, x — 2’ = 0g et y —y' = Og. Finalement,
r=1ety=1". O
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Proposition 60 - Seconde caractérisation.}

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. F' et G sont en somme directe si et
seulement si F' n G = {0g}.

Démonstration. e Supposons que F' et GG sont en somme directe. Nous allons montrer par double

inclusion que F n G = {0g}.

F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, donc ils contiennent tous les deux Og. Donc
{0g} c FnG.

Soit x € F n G. Alors x € F et x € G. Montrons que z = 0g.

On peut écrire x = x + O avec x € F et O € GG. On peut également écrire x = Og + x avec
O € Fet z € G. Comme F et G sont en somme directe, ces deux décompositions sont identiques,
donc x = 0g. Donc F n G < {0g}.

Supposons que F' n G = {0g}. Montrons que F et G sont en somme directe.

Soient x, 2’ € F et y,y' € G.

Onsuppose que z+y=2'+y . Alorsz —a2' =y—y. x—2' € Fet y—1vy € G car F et G sont
des sous-espaces vectoriels de E. Donc z — 2’ € FnG = {0g}, dott x — 2’ = 0 et = 2’. Donc
y=v"

F et G sont donc en somme directe. O

rad 7 7 . .
Exemple 61. Dans £ l'espace des vecteurs de la géométrie dans I'espace, deux droites non confon-
dues sont en somme directe, une droite et un plan ne contenant pas cette droite sont en somme
directe.

Exercice d’application 62. Dans I'espace vectoriel €?(R), on pose F I'ensemble des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et G = { f € €2(R)| g(0) = ¢'(0) = ¢"(0)}.

—

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de 42 (R).

2. Montrer que F' et GG sont en somme directe.
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3.6. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

On cherche maintenant a rajouter une nouvelle condition aux sommes directes : pouvoir décomposer
TOUS les vecteurs de F comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G. Pour cela, on a besoin
de la notion de supplémentaire.

\.

— Définition 63. N

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont supplémentaires
dans E lorsque tout élément x de E se décompose de maniére unique comme somme dun
élément de F' et d’un élément de G :

Vee E, I(f,g)e FxG, x=f+g.

Exemple 64. Dans l’espace & des vecteurs de la
g_é)ométrie dans ’espace, un plail P et une droite
D qui n’est pas incluse dans P sont supplémen-
taires dans € . a

i

N

Proposition 65 - Une premiére caractérisation.}

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si
F+ G=F et F et G sont en somme directe.

Démonstration. e Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Supposons que F' et G sont supplémentaires dans E. Comme F' et G sont des sous-espaces
vectoriels de F, on sait que F' + G c E.

Réciproquement, soit x € E. Alors, x = vy + g avec xr € F et zg € G. Donc x € F + G. D’ou
Ec F+ G et E=F + G par double inclusion.

Enfin, F' et G sont bien en somme directe car tout élément de F' + G se décompose de maniere
unique comme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Supposons que F'+ G = F et I et G sont en somme directe.

Soit x € E. Alors x € F'+ G. Comme F et G sont en somme directe, x se décompose de maniére
unique comme x = zp + g avec zp € F et zg € G. Donc F' et GG sont supplémentaires dans
E. O

Remarque 66. En particulier, si F' et G sont supplémentaires, on note £ = F @ G.

En combinant ce résultat avec seconde caractérisation des sommes directes (cf. Proposition 60), on
obtient :

Proposition 67 - Seconde caractérisation.}

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans F si et seulement si

F+G=E et FnG=/{0g}

19 - ESPACES VECTORIELS - PARTIE 1 PAGE 22 SUR 24 PCSI 2



Exemple 68. 1. Pour n € N, on déja vu que S,, et A,, les ensembles des matrices respectivement
symétriques et antisymétriques de M,,(R) sont supplémentaires dans M, (R). En effet, nous
avons démontré que toute matrice M de M,,(R) peut s’écrire de maniére unique comme M =
A+ Savec Ac A, et Se8,,.

2. On a aussi déja vu que toute fonction de R dan R se décompose de maniere unique comme
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. Donc

{f:R—>R]| f paire;®{f:R— R| f impaire} = F(R,R).

Par exemple, la décomposition de exp est exp = ch + sh.
OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OO
Remarque technique 69. FEn pratique, pour montrer que F' et G sont supplémentaires, on fait

un raisonnement par analyse-syntheése, en rédigeant soigneusement la phase d’analyse (qui montre
P'unicité de la décomposition) ET la phase de synthése (qui montre U'existence de la décomposition).

Exercice d’application 70. Dans I'espace vectoriel (6°([0; 1]),+,-) qu'on note E, on considere :
1
F= {f e ¢°([0; 1})” f)dt = O} et G={fe%°([0;1])]|f est constante sur [0; 1]}.
0
1. Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de €°([0; 1]).

2. Montrer que F® G = E.

—>
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Exercice d’application 71. Posons F' = {(gc,y,z) eR? | T—y+2z= O} et G = Vect ((1,1,1)).
Montrer que F @ G = R3.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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