
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire à valeurs positives ou nulles. Pour tout a ą 0,

P(X ě a) ď
E(X)

a
.

Lemme 1 - Inégalité de Markov.

Démonstration.
Notons p = P(X ě a). Puisque 1tXěau ãÑ B(p), on a E(1tXěau) = p. Donc

aP(X ě a) = aE(1tXěau) = E(a1tXěau).

Soit ω P Ω. Si ω P tX ě au, alors X(ω) ě a et ainsi a1tXěau(ω) = a ď X(ω). Si ω R tX ě au, alors
a1tXěau(ω) = 0 ď X(Ω). Donc a1tXěau ď X.
Par croissance de l’espérance, on en déduit que E(a1tXěau) ď E(X), donc aP(X ě a) ď E(X) puis,

puisque a ą 0, P(X ě a) ď
E(X)

a
.

Remarque 2. Ce lemme n’est intéressant que si a est grand et plus précisément lorsque a ą E[X].

Soit X une variable aléatoire réelle d’espérance m et d’écart-type σ non nul. Pour tout
d ą 0,

P(|X ´ m| ě ε) ď
σ2

ε2
.

Théorème 3 - Inégalité de Bienaymé - Tchebychev.

Démonstration.
Soit ε ą 0. Appliquons l’inégalité de Markov à la variable aléatoire (X ´ E(X))2 avec a = ε2.Alors

P((X ´ E(X))2 ě ε2) ď
E((X ´ E(X))2)

ε2

donc
P(|X ´ E(X)| ě ε) ď

V(X)

ε2

car l’événement
␣

(X ´ E(X))2 ě ε2
(

est égal à l’événement t|X ´ E(X)| ě εu.

Remarque 4. Cette propriété n’a d’intérêt que si ε ą σ. Elle explique que la probabilité que X
soit « loin » de sa moyenne est petite et décroît au delà de σ en O

(
1/d2

)
(ε étant un minorant de la

distance de X à sa moyenne).
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