Calcul matriciel, limites et continuité

Exercice 268. 1. Soit (a,b,c,d) € K*. Posons A = (Z b>.

(a) Calculer A2 — (a+d)A
(b) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur les scalaires a, b, ¢, d la matrice A est-elle inversible ?
Lorsque A est inversible, exprimer A~! & I’aide de a, b, ¢, d.

ar+by = e
ce+dy = f
., bc+a® bd+ ab —ad + be 0
2 _ 2 _ _ — (e _
Corrigé 268. 1. (a) A% = (cd+ ac bet d2>’ donc A® — (a+d)A = ( 0 be ad) = (be — ad)I3.
(b) On a A(A— (a+d)I) = (bc — ad)I3. Si bc — ad = 0, alors A(A — (a + d)I) = 0. Supposons par l'absurde
que A est inversible. On obtient alors A = (a + d)I, ce qui est faux. Ainsi A n’est pas inversible.

dA(A — (a +d)I) = I5, et ainsi A est inversible
a

2. Supposons ad — be # 0. Soit (e, f) € K2. Résoudre le systéme { d’inconnue (z,y) € R2.

Réciproquement, supposons bc — ad # 0. Alors 2
c —

bc — ad ad —bc \—¢c a

1 1 —
d’inverse (A—(a+d)I3) = < d b).
2. Sous forme matricielle, le systeme s’écrit AX = B, ou X = (i) et B = <;> On obtient alors X = A~ B, puis
1 de —bf
T ad—be \—cetaf)

Exercice 279. Déterminer, si elles existent, les limites des fonctions suivantes au point indiqué :

(a) z+— x—2\/T en +0; (i)xn—»vgﬁﬁiﬁen—i—oo;
(b) z— vVx+1—+/z en +w0

(c) z—z|i] en0; (j) © —> cos(z + L) en +o0;

)
)
)
(d;x.%f(m—«/x—l)en—koo; (k) 2 —> £ en +o0;
)
)
)

1 I
xr — (II;I)}L en 400 n(z)

2\/x
(1) z+— 1n(£x) en 0T ;

z° In(z)+e”
In(z)2+x2

T

en +0o0;

r— 2283 en 0; (m) 2+ sin(z)sin(1) en 0;

T iijfgiﬁ sin(%) en +o0; (n) x+—> xln(”’*}) en +00.

Corrigé 279. (a) z — 22 = 2(1 —2271/2), dou lim f(x) = +oo.

xT—+00
(0) VaFioyvie 2178 gop lim _f(z)=0.

Va1t f z4e
1 1
(¢) Ona ——-1< [
x x
théoreme des gendarmes permet de conclure, lim flz)=1.

1
Jg, doncsiz>20,1—2z< f(z) <letsiz<0,1< f(z) <1— =z Dans tous les cas, le
x

x+1-— z+1 2
(d) On a /(v +1—+Vax—1) = \Jx = , donc
vetltvr—1 \/5(\/1+§+\/1—%) \/1+%+\/1—%
Jim f(e) =
1
1 @ 1 1 1 1 1 1 In(1
(e) On a <nx> = exp (ln <nx>) Or —1In <n:v> = —(In(lnz) —Inz) = il ( n(lnz) —1>. Comme
T x x x x x x Inx
. Inz . In(lnz) . 1 Inz\ A B
Il_l)I_ir_lOCT = 0 puis na =0, onawglfoogln — = 0 puis xEI—Eoof(x)_
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3Inz +e® em(xgel#+1)
= d’ou 1i = +4o0.
a In(z)? + 22 22(lz 1) on (x) =+
sin(3xz) 3sin(3z) 2z
O ==
(g) Ona sin(2x) 2 3z sin(2z)
Remarque : immédiat avec des équivalents.
®+22%+1 (1) = 2 x 1+2+ 5
na ————sin(+) = x —%—%-
422 + 3z +1 z 4—&-%4—9}%
équivalents.

(i) On a fo/;f%rﬁ xil («/1+?+1>,d’oﬁmgrfwf(z)2.

1
(j) On a lif}rl z 4+ — = 40 et cos n’admet pas de limite en 400, donc c’est aussi le cas de f.
r—+00 €T

(f) On

a1 3
,doualcl_r)%f(x)—i.

sin(2)

1
,donc lim f(z)= 1 Remarque : immédiat avec des

1
X — X
x r——+00

8=

eBerl 6% 4
(k) Ona —— =e , donc lim f(x)= +o0.

A In(x)* Inz 5w
2\/x 2z ) x .
1) O = lim —— =1, dou 1 = .
() Ona In(1 + z) z In(1+x)’ avee 2 In(1 + x) o o J(@) =+

1 i 1 i 1
(m) On a sin(z) sin <> =T rsin () Or lim 2% = 1 et lim sin () = 0 (cf. théoreme des gendarmes).
x x x x

r—0 T r—0
Finalement, Hn%) f(z)=0.
xr—>

1 2 2r In(1+ 25
(n) Onaxln(ii):xln(l—i— )z z_In( 2m71),d’0f1 lim f(z)=2.

z—1 z—1 2 z5+00

Exercice 280. Trouver un équivalent simple des fonctions suivantes, au point indiqué :

(a) &+ % en +0o0, puis en 0; (d) z+—— In(1 4 22 4 52%) en 0 puis en +00;
(b) @ +— SINE=COST o T, (e) &+ |x?| en 400;
(c) z+—> g;jfiz en 0;
3 2 3 2
3x° —2 3x® — 2 —1
Corrigé 280. (a) v et 2 o

- ~ et ~ —.
322 -5z +6 z—+w 3 322 —5x+6 z—0 3

(b) Avec le changement de variable y = x — %, on obtient

sinz —cosz _ sin(y+ %) —cos(y+ %  v2sin(y) + cos(y) — cos(y) +sin(y)  v/2sin(y) V2
T —4x —4y 2 —4y _— y—0 —4
2
dou f(x) ~ —i.
z—F 4
2% + 223 9 22+ 2 x?

() 3z2 + 4z -t 3244 av0 2

(d) In(1 + 2% + 5z%) ~ 2% + 52t = 22(1 + 5a?) ~ x?;

)
Tr—> Tr—>

11 11 In(5+ 4+ 4
In(142245z4) =In | z* (5+ =+ — | | =4ln(x)+In 5+ =+ — | =4In(z 1+—n( 2+ 57) ~ 4dlnz.
2 1 2 1
22z 22z

4lnx T—+00

1 x? R
(e) 1— e < lx—QJ <1, don |27 e 22,
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