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Exercice 280. Trouver un équivalent simple des fonctions suivantes, au point indiqué :

(a) x ÞÝÑ x3+3x2´2
3x2´5x+6 en +8, puis en 0 ;

(b) x ÞÝÑ sin x´cos x
π´4x en π

4 ;

(c) x ÞÝÑ x5+2x3

3x2+4x en 0 ;

(d) x ÞÝÑ ln(1 + x2 + 5x4) en 0 puis en +8 ;
(e) x ÞÝÑ

X

x2
\

en +8 ;
(f) x ÞÝÑ ln(1 + x2) + cosx en +8 puis en 0 ;

(g) x ÞÝÑ ln(x) en 1 ;
(h) x ÞÝÑ 1

x+1 ´ 1
x+2 + 100

x3 en 0, en +8 puis en ´1 ;
(i) x ÞÝÑ sin(3x2) + ln(1 + 2x) en 0 ;
(j) x ÞÝÑ sin(e´x) en +8 ;
(k) x ÞÝÑ ln(5x2 + e2x) en +8 puis en 0 ;

(l) x ÞÝÑ
ex2

+ 3x2

x5 + lnx
en +8 puis en 0.

Corrigé 280. (a) x3 + 3x2 ´ 2

3x2 ´ 5x+ 6
„

xÑ+8

x

3
et x3 + 3x2 ´ 2

3x2 ´ 5x+ 6
„

xÑ0

´1

3
.

(b) Avec le changement de variable y = x ´
π

4
, on obtient

sinx ´ cosx
π ´ 4x

=
sin(y + π

4 ) ´ cos(y + π
4

´4y
=

?
2

2

sin(y) + cos(y) ´ cos(y) + sin(y)
´4y

=

?
2 sin(y)
´4y

„
yÑ0

?
2

´4

d’où f(x) „
xÑ π

4

´

?
2

4
.

(c) x5 + 2x3

3x2 + 4x
= x2 x

2 + 2

3x+ 4
„

xÑ0

x2

2
.

(d) ln(1 + x2 + 5x4) „
xÑ0

x2 + 5x4 = x2(1 + 5x2) „
xÑ0

x2 ;

ln(1+x2+5x4) = ln
(
x4

(
5 +

1

x2
+

1

x4

))
= 4 ln(x)+ln

(
5 +

1

x2
+

1

x4

)
= 4 ln(x)

(
1 +

ln(5 + 1
x2 + 1

x4 )

4 lnx

)
„

xÑ+8
4 lnx.

(e) 1 ´
1

x2
ď

X

x2
\

x2
ď 1, d’où

X

x2
\

„
xÑ+8

x2.

(f) ln(1 + x2) + cosx = ln
(
x2

(
1 +

1

x2

))
+ cos(x)

= 2 ln(x) + ln
(
1 +

1

x2

)
+ cos(x)

= 2 ln(x)
(
1 +

ln(1 + 1
x2 )

ln(x) +
cosx
lnx

)
„

xÑ+8
2 lnx

lim
xÑ0

ln(1 + x2) + cosx = 1, donc f(x) „
xÑ0

1.

(g) ln(x) = ln(x ´ 1 + 1) „
xÑ1

x ´ 1.

(h) ‚ lim
xÑ0

1

x+ 1
´

1

x+ 2
= 0 et lim

xÑ0˘

100

x3
= ˘8, 1

x+ 1
´

1

x+ 2
=

xÑ0
o
(
100

x3

)
puis 1

x+ 1
´

1

x+ 2
+

100

x3
„

xÑ0

100

x3
.

‚
1

x+ 1
´

1

x+ 2
+

100

x3
=

x+ 2 ´ x ´ 1

x2 + 3x+ 2
+

100

x3
=

1

x2
.

‚ lim
xÑ´1

100

x3
´

1

x+ 2
= ´101 et lim

xÑ´1˘

1

x+ 1
= ˘8, 100

x3
´

1

x+ 2
=

xÑ´1
o
(

1

x+ 1

)
puis 1

x+ 1
´

1

x+ 2
+

100

x3
„

xÑ´1

1

x+ 1
.

(i) Solution avec petits o. On a ln(1+2x) „
xÑ0

2x, sin(3x2) „
xÑ0

3x2 et puisque 3x2

2x
ÝÑ
xÑ0

0 on a sin(3x2) =
xÑ0

o(ln(1 + 2x)).
Ainsi

sin(3x2) + ln(1 + 2x) „
xÑ0

ln(1 + 2x) „
xÑ0

2x
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Solution sans les petits o. On factorise par ln(1 + 2x) (pas évident a priori de voir que ce terme est dominant..
on a fait ”au brouillon” ln(1 + 2x) „

xÑ0
2x, sin(3x2) „

xÑ0
3x2 ce qui permet de voir que ln(1 + 2x) domine au

voisinage de 0).

sin(3x2) + ln(1 + 2x) = ln(1 + 2x)

(
1 +

sin(3x2)

ln(1 + 2x)

)
.

Or sin(3x2)

ln(1 + 2x)
„

xÑ0

3x2

2x
ÝÑ 0, d’où

sin(3x2) + ln(1 + 2x) „
xÑ0

ln(1 + 2x) „
xÑ0

2x.

(j) sin(e´x) „
xÑ+8

e´x.

(k) ‚ ln(5x2 + e2x) = ln
(

e2x
(
1 +

5x2

e2x

))
= 2x+ ln

(
5x2

e2x + 1

)
„

xÑ+8
2x.

‚ ln(5x2 + e2x) = ln(5x2 + e2x ´ 1
looooooomooooooon

ÝÑ
xÑ0

0

+1) „
xÑ0

5x2 + e2x ´ 1. Or e2x ´ 1 „
xÑ0

2x et 5x2 =
xÑ0

o(2x), d’où 5x2 +

e2x ´ 1 „
xÑ0

2x, et ainsi ln(5x2 + e2x) „
xÑ0

2x.

(l) f(x) =
ex2

(
1 + 3x2

ex2

)
x5(1 + ln x

x5 )
„

xÑ+8

ex2

x5
.

lim
xÑ0

ex
2

+ 3x2 = 1 et x5 + ln(x) = ln(x)
(

x5

lnx
+ 1

)
„

xÑ0
lnx, d’où f(x) „

xÑ0

1

lnx
.
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Exercice 283. Déterminer l’ensemble de définition, puis les asymptotes éventuelles des fonctions suivantes :

f1 : x ÞÝÑ

c

2x+ 1

x ´ 1
, f2 : x ÞÝÑ

x3 ´ 2x2 + x

x2 ´ 1
, f3 : x ÞÝÑ

x2 ´ 1 + lnx

x ´ 1
.

Corrigé 283. On notera D l’ensemble de définition pour chaque question, et C la courbe représentative de la fonction.

1. Après une étude de signe, on obtient D =

]
´8 ; ´

1

2

]
Y ]1 ; +8[.

lim
xÑ˘8

f(x) =
?
2, donc la droite d’équation y =

?
2 est asymptote à C au voisinage de ˘8.

lim
xÑ1

f(x) = +8, donc la droite d’équation x = 1 est asymptote à C.

2. D = Rzt˘1u. f(x) „
xÑ˘8

x, puis lim
xÑ+˘8

f(x)´ x = ´2, donc y = x´ 2 est asymptote à C au voisinage de ˘8.

f(x) =
(x ´ 1)2x

(x ´ 1)(x+ 1)
=

(x ´ 1)x

x+ 1
, donc lim

xÑ1
f(x) = 0 et C n’admet pas d’asymptote en 1. Par ailleurs,

lim
xÑ´1˘

f(x) = ˘8, donc C admet la droite d’équation x = ´1 comme asymptote verticale.

3. D = ]0 ; 1[ Y ]1 ; +8[. lim
xÑ0

f(x) = +8, donc C admet la droite d’équation x = 0 comme asymptote.

f(x) =
(x ´ 1)

(
x+ 1 + ln x

x´1

)
x ´ 1

= x + 1 +
lnx

x ´ 1
. Or lnx

x ´ 1
„

xÑ1

x ´ 1

x ´ 1
= 1, d’où lim

xÑ1
f(x) = 3, donc C n’admet

pas d’asymptote au voisinage de 3.

On a x2 ´ 1 + lnx

x ´ 1
„

xÑ+8
x, et lim

xÑ+8
f(x) ´ x = 1, donc y = x+ 1 est asymptote à C au voisinage de +8.
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