Calcul matriciel, limites et continuité

Exercice 280. Trouver un équivalent simple des fonctions suivantes, au point indiqué :

(a) z+—

(b

) 2432°—2 on 4o, puis en 0; (g) x+— ( )en 1;
) 100
)

(d) x —> In(1+ 2% + 52%) en 0 puis en +o0;
)
)

3z2—5z+6
(h :c+1 - a:+2 + z3

)

) en 0, en +00 puis en —1;
(i) > sin(322) +In(1+ 2x) en 0;

)

)

sinz—cos
_ —— en

T—A4x

8

™.
40

enO'

H

(j

(k) x> In(522 + **) en +o0 puis en 0;

x +—> sin(e™*) en 400}

2 .
(e) z— |2?%] en +o0; o 4 342

(f)  —> In(1 + 2%) + cosz en 400 puis en 0; 1) z— B g B te puis en 0.

., 3+ 322 -2 T 23 4+ 322 -2 -1
Corrlge 280. (a) m x—:}-w g et m 1:0 ?

(b) Avec le changement de variable y = « — %, on obtient

sinz —cosz _ sin(y+§) —cos(y+ 5  +/2sin(y) + cos(y) — cos(y) +sin(y)  v/2sin(y) V2
T—4r —4y 2 —4y 4y y—0 —4

2
dot f(z) ~ V2
mﬂ% 4
x5 + 223 L2 +2 x2

() 3m2+4x: 3r+4 o0 2

(d) In(1 + 2% + 5z2%) ~ 2?2 4 5zt = 22(1 + 5z?) ~ z?;
r—

T—>

11 11 In(5+ & + &)
2 4\ 4 — —
L _ =] ot |22 2
(e)l—;éyél,dou[xjw_:ﬂom.
1
(f) In(1+2?)+cosz = In (x2 <1 + xQ)) + cos(x) lir%ln(l +2%) 4+ cosx = 1, donc f(x) ~, 1.

= 2In(z) 4+ In <1 + 12) + cos(z)
T
In(1+ %) cos:zr)

= 2In(x) (1 +

In(x) Inz
~ 2lnz
r—+00
(¢) n(z)=In(z—141) ~ x-—1.
1 1 100 1 1 100 1 1 100 100
(h) o lim —— =0et lim — =40, — ——— = ol — | puis — — —+— ~ —.
a0z +1 x+2 -0t a3 z+1 z+4+2z-0 \ 23 x+1 x+2 23 20 23
1 1 100 z+2—-—2x2—-1 100 1
] _ _— = _— = —.
z+1 z+2 23 2+ 3z +2 z3 22
100 1 1 100 1 1 1 1
lim — — — 101 et i — oo, — — _ ~ _
* o5t s T+ 2 ¢ :Ejfmlil'+1 = a3 m+2xﬁ10(x+1) s z+1 x+2
100 1
3;‘3 z—>—-1 1 + 1 ’
3 2
(i) Solution avec petits 0. Onaln(1+2z) ~ 2x,sin(3z?) ~ 3z%et puisque o L 0ona sin(3z%) = o(In(1 + 2z)).
z—0 r—0 2r =—0 z—0

Ainsi
sin(32z?) +In(1422) ~ In(1+2x) ~ 2z

z—0 r—
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Solution sans les petits o. On factorise par In(1 4 2z) (pas évident a priori de voir que ce terme est dominant..
on a fait "au brouillon” In(1 + 2x) ~, 2% sin(3z?) ~, 322 ce qui permet de voir que In(1 + 2x) domine au
xTr—> xr—>

voisinage de 0).

sin(32%) + In(1 + 2z) = In(1 + 22) (1 + m) .

: 2
. sin(3x*) 31_)0 ot
In(1 4 2x) 250 2z

x—0 T—

sin(3x2) +In(l+2x) ~ In(l+2x) ~, 2.

() sin(e™) ~ e 7.

r——+00
) 5x2
k) o (522 + ) = In ( (1 + x)) =2z +1In <f + 1) ~ 2.
e=r T—=+0
o In(52% + e?*) = In(52” 4+ ** — 1 +1) ~ 522 +e*® — 1. Ore* — 1 ~ 2z et 52?2 = o(2z), d’ou 5x? +
——— T— T— T—
—0
x—0
T—1 ~, 2z, et ainsi In(5z2 + %) ~ 2x.

A =) B

251+ B2) et 25

5
1
lim e® +32% = 1 et 2° + In(z) = In(x) <:c + 1) ~ lnz, dou f(z) ~ —.

Tr—

Exercice 283. Déterminer 'ensemble de définition, puis les asymptotes éventuelles des fonctions suivantes :

20+ 1 3 =2 +x 22 —1+Inz
fz:.’l?'—> f3:xo—>7.

fl:x'—) I*17 22 1 )

r—1
Corrigé 283. On notera D ’ensemble de définition pour chaque question, et C la courbe représentative de la fonction.
1
1. Apres une étude de signe, on obtient D = ] —0; —2] U l; +oof.

lirJrr1 fz) = v/2, donc la droite d’équation y = /2 est asymptote & C au voisinage de +o0.
Tr— 100

lirn1 f(x) = 400, donc la droite d’équation x = 1 est asymptote a C.
€Tr—>

2. D =R\{£1}. f(z) N puis hJIrr}r f(z) —z = —2, donc y = = — 2 est asymptote & C au voisinage de +co.
Tr— 100 r— 0
f(z) (z—1)* (z=Dz lim f(z) = 0 et C wadmet pas d tote en 1. Par aill
x) = = ; donc lim f(z) = 0 e n’admet pas d’asymptote en 1. Par ailleurs,
(@—D&+1) z+1 P ymp
hm f (x) = £oo, done C admet la droite d’ equatlon x = —1 comme asymptote verticale.

3. D = ]0; 1[u]l; +oof. lir% f(z) = 40, donc C admet la droite d’équation = 0 comme asymptote.
xTr—>

<$—1)($+1+%) 1 1 —1
flz) = p— =z+1+ xnjjl. Or xrixl L ;ci 1= 1, d’ou 711_}m1 f(z) = 3, donc C n’admet
pas d’asymptote au voisinage de 3.

22—1+Inz

Ona — ~ z,et lim f(z)—xz =1, doncy=x+1 est asymptote & C au voisinage de +0.
xTr — 1 r—-+00 r—-+00
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