Entiers, ensembles finis, dénombrement

Exercice 177. Une urne contient cinq boules rouges numérotées de 1 & 5, et sept boules noires numérotées de 1 a 7.
On effectue quatre tirages successifs et avec remise. Dénombrer

. les différents tirages possibles;

. les tirages amenant quatre boules rouges;

1
2
3. les tirages amenant au moins une boule rouge;
4

. les tirages amenant trois boules rouges et une boule noire;;

5. les tirages bicolores.

Reprendre chacune de ces questions dans le cas de tirages successifs et sans remise, puis dans le cas de tirages simultanés.

Corrigé 177. I. Tirages successifs et avec remise.
1. Le nombre de tirages correspond au nombre de 4—listes d'un ensemble & 12 éléments, & savoir 12* (on
choisit la premieére boule : 12 choix, puis la deuxiéme boule : 12 choix, etc.).
2. On choisit la premiere boule rouge (5 possibilités), puis la deuxiéme (5 possibilités), etc. En tout, il y a 5%
possibilités.
3. On dénombre plutot les tirages ne contenant aucune boule rouge, ce qui revient a ne choisir que des boules
noires : il y a 74 choix. Donc il y a 12% — 7% tirages amenant au moins une boule rouge.
4. e Choix de la position de la boule noire : 4 possibilités;
e choix de la boule noire : 7 possibilités;
e choix des boules rouges : 53 possibilités.
En tout, il y a 4 x 7 x 53 possibilités.
5. On considere des ensembles disjoints :

e A; : « 1 boule noire, 3 boules rouges ». Card(A;) = (‘11) x 7 x 53 (choix de la position de la boule noire,
choix de la boule noire, choix des trois boules rouges).

o Ay : « 2 boules noires, 2 boules rouges » Card(As) = (3) x 72 x 52 (choix des positions des boules
noires, choix des boules noires, choix des boules rouges).

e A3 : « 3 boules noires, 1 boule rouge ». Card(As) = (‘1‘) x 7% x 5 (choix de la position de la boule rouge,
choix des trois boules noires, choix de la boule rouge).

En tout, il y a () x 7 x 53+ (5) x 72 x 52 + (}) x 7% x 5 tirages bicolores.
Autre solution : On dénombre les tirages tirages ou toutes les boules sont toutes de la méme couleur :

e N : « toutes les boules sont noires ». Card(N) = 72.
e R : « toutes les boules sont rouges ». Card(R) = 5*.

Finalement, le nombre de tirages bicolores est 124 — 74 — 54,

IT. Tirages successifs et sans remise.

1.

Le nombre de tirages correspond au nombre de 4—arrangements d’'un ensemble a 12 éléments, a savoir

12x11x10x 9= 18—2!! (on choisit la premiére boule : 12 choix, puis la deuxiéme boule : 11 choix, etc.).

. On choisit la premiére boule rouge (5 possibilités), puis la deuxiéme (4 possibilités), etc. En tout, il y a

% = 5! possibilités.

. On dénombre plutot les tirages ne contenant aucune boule rouge, ce qui revient a ne choisir que des boules

. . ! . . ! ! . .
noires : il y a % choix. Donc il y a 18—2!' — % tirages amenant au moins une boule rouge.
e Choix de la position de la boule noire : 4 possibilités ;

e choix de la boule noire : 7 possibilités;
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e choix des boules rouges x4 x3= %: possibilités.
En tout,ilya4d x 7 x 3 p0851b111tes
5. On considere des ensembles disjoints :

e A; : « 1 boule noire, 3 boules rouges ». Card(A4 ( ) x 7 % —: choix de la position de la boule noire,
S

4
1
choix de la boule noire, choix des trois boules rouge ).

e As : « 2 boules noires, 2 boules rouges ». Card(A43) = ( ) >< & >< = (ch01x des positions des boules noires,

choix des boules noires, choix des boules rouges).

e Aj3: « 3 boules noires, 1 boule rouge ». Card(As) = (‘11) X Z—i x 5 (choix de la position de la boule rouge,

choix des trois boules noires, choix de la boule rouge).
En tout, il y a (‘11) xTx 5+ (5) x & x 3+ (7) x & x 5 tirages bicolores.

Autre solution : On dén012r!1bre les tlf%z;ges tirages ou toutes les boules sont toutes de la méme couleur :
e N : « toutes les boules sont noires ». Card(N) = %
e R : « toutes les boules sont rouges ». Card(R) = %: =5l

Finalement, le nombre de tirages bicolores est 12' — &£ — 5l

III. Tirages simultanés.

1. Le tirage est simultané : on utilise des combinaisons. Il y a (142) tirages possibles.

2. On choisit 4 boules parmi 5 boules rouges : il y a (i) possibilités.

3. 0lya (Z) tirages avec uniquement des boules noires, d’ott (142) — (Z) tirages avec au moins une boule rouge.
4

. On choisit les boules rouges ((g) possibilités) puis la boule noire ((D = 7 possibilités). Donc en tout, il y a
(3) x 7 choix.

5 llya ( ) tirages ou toutes les boules sont noires, et ( ) tirages ou toutes les boules sont rouges. Donc il y
a (f) (D — (4) tirages bicolores.
Autre solution. On peut utiliser le résultat de IL1.5. : il y a exactemen — £ — 5! tirages avec remises qui
répondent a la question. La différence dans un tirage sunultanee est que Bk ordre ne compte pas. Or il y a 4!

permutations possibles de 4 boules, donc on a exactement (12' — I _51) tirages simultanés qui répondent
a la question.

1
t Q

8! 3!

Exercice 178. Soit A un ensemble fini de cardinal n, et B une partie de A de cardinal p. Dénombrer les parties X de
A vérifiant B < X c A.
Corrigé 178. Pour construire une partie X de A vérifiant B ¢ X c A, on peut raisonner par étapes :
e choisir tous les éléments de B : 1 possibilité;
e choisir une partie de A\B : 2"~ P possibilités, car A\B est de cardinal n — p.
On obtient donc 2"7P parties X de A telles que B < X < A.

Exercice 179. Soit E un ensemble de cardinal n € N*.
1. Déterminer le nombre d’applications surjectives de E dans FE.
2. Déterminer le nombre d’applications de E dans F qui ne sont pas surjectives.
3. Déterminer le nombre d’applications surjectives de E dans {0, 1}.

4. Déterminer le nombre d’applications surjectives de E dans {0, 1, 2}.

Corrigé 179. 1. E étant de cardinal fini, on sait qu'une application de FE dans E est surjective si et seulement si
elle est bijective. Ainsi, le nombre d’applications surjectives de E dans E est le nombre de permutations de E :
nl.

2. On applique la formule du cardinal du complémentaire. Il y a n™ applications de E dans F dont n! surjectives.
Il y a donc n™ — n! applications de E dans F non surjectives.
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3. Il y a 2" applications de E dans {0,1}. Parmi celles-ci, celles qui ne sont pas surjectives sont les applications
constantes : elles sont au nombre de 2. Il y a donc 2 — 2 applications surjectives de E dans {0, 1}.
Autre démarche possible : on dénombre le nombre d’applications surjectives de E dans {0, 1} suivant le nombre
d’antécédents de 0 : notons k le nombre d’antécédents de 0 : k € [1,n — 1] car lapplication est surjective (0 et
1 ont au moins un antécédent). Pour définir 'application, il ne reste qu’a choisir les k antécédents de 0 dans

n
E, les éléments restant auront pour image 1. Il y a (Z) fagons de choisir ces antécédents. Il y a donc Y, (Z)

applications surjectives de E dans {0, 1}, avec :

E0)-5@r-(0)-()-

4. On reprend la démarche précédente : il y a 3™ applications de E dans E. Celles qui ne sont pas surjectives sont
celles qui ont pour image 1'un des ensembles suivants :

{0} {1 {2} {0,1} {0,2} {1,2}

Il y a exactement une application dont 'image est un ensemble donné de cardinal 1, et d’apreés la question
précédente, 2" — 2 applications dont I'image est un ensemble donné de cardinal 2. Puisqu’il y a 3 parties de F
de cardinal 1, et 3 parties de cardinal 2, il y a donc 3 4+ 3 x (2" — 2) applications de F dans {0, 1,2} qui ne sont
pas surjectives.

Il y a donc 3™ — 3 x 2™ + 3 applications surjectives de E dans {0, 1, 2}.
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