Suites réelles et complexes

Exercice 209. 1. Déterminer le terme général des suites définies par :

(a)
(b)
(c)
(d)

up = 2 et pour tout n e N, u,4; = 3u,, — 1.
vp = 1 et pour tout n € N, v, 41 = 4v3.
wo =0, wy =2 et pour tout n € N, wy, 42 = 6wy4+1 — Yw,.

rg =2, r1 = 3 et pour tout ne N, 7,49 = 61,11 — 8y + 2.

n n

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Calculer Z uy, et Z Tk

k=2 k=3
1
Corrigé 209. 1. (a) Pourtout re R, 3r—1=r < r = 3 Considérons la suite définie pour tout n € N par
1
an:un—i. Pour ne N, on a
1 1
an+1—3un12—3<un2) = 3a,

3 3 1
donc pour tout n € N, a,, = ag x 3" = 3 ><3”,puisun:§ ><3"+§.
Méthode 1. On démontre facilement par récurrence que pour tout n € N, v,, > 0. Introduisons @,, = In(v,,)

pour tout n € N. Soit n € N.

Tpi1 = In(v,y1) = In(4v3) = In(4) + 31n(v,) = In(4) + 30,
donc ¥ est une suite arithmético-géométrique. En procédant comme avant, on déterminer que ('Dn+w)neN =
(0 4 In(2))nen est géométrique de raison 3, d’ou, pour n € N,

Oy + In(2) = (Tp + In(2))3"  d.e. Ty = (7o + In(2))3" —In(2) = In(2)(3" — 1) = In(2%" 1)

d’ou1, pour tout n € N,
v, = 23”—1
n = .

Méthode 2. Pour n € N, vppq =408 =4 x 43 x 0373 =4 x 43 x 49 x o333 = ... =42 x1=23"-11
reste & faire une récurrence pour démontrer cette conjecture (aucune difficulté particuliere).
Le polyndme caractéristique X2 — 6X + 9 a pour unique racine (double) 3, donc il existe (a, ) € R? tel

que, pour tout n € N,
wy, = (an + £)3"

w o= 2 - (a+6)><3:2(:) a =

2
Finalement, pour tout n € N, w,, = 3 Xmx 3" =2n3" L

Notons H = {u € RN| VneN, upyo = 6upy — Sun} et £ = {u € RN| VneN, upyo = 6upy1 — 8uy, + 2}.
Le cours assure que H = {n — a2+ 4" (o, f) € RZ}.

Cherchons un élément de E (une solution particuliere, si on fait ’analogie avec les équations différentielles)
qu’on note (vy,)nen, sous la forme d’une suite constante égale c € R. On a

Par ailleurs,

whho O©

2
ve K< VYneN, vn+2:6vn78vn+2<:>c:60780+2<:>c:g.
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Ainsi la suite v constante égale a % est un élément de F.
Soit w € E. On a

uell < VneN, upyo—6upi1 +8u, =2

> VneN, upro —6upy1 + 8uy = vpyo — 6vp41 + 8v,

«— VneN, (upte — Vnt2 — 6(tUnsr1 — Vpr1 + 8(up —v,) =0
~— u—veH

<~ 3J(a,pB)eR% VneN, u, —v, =a-2" + 33"

— EI(a,ﬁ)eRQ,VneN,un:a'2”+ﬂ~4”+%.

Ainsi, il existe (o, 3) € R? tel que, pour tout n € N, 7, = - 2" + 3 - 4" + % En considérant o et 71, on

trouve 4 9
VneN, r,=3.2""1— — 4
n T 6 + 3

Exercice 210. Déterminer le terme général de la suite réelle u définie par :

1
1. up =0 et pour tout n e N, up,41 = gun +2.

U
2. up =1 et pour tout n e N, up11 = 7"71,
3. up =5 et pour tout n € N, w1 = 3u,, — 2.
4. up = 10 et pour tout n € N, up11 = —u, + 4.
5. ug = 3, up =4 et pour tout n € N, tupt2 = Upt1 + 6y,
6. up =2, u1 = 3 et pour tout n € N, up o = 3Up1 — 2Uy,.
7. up =1, u; = 2 et pour tout n € N, up o = 5ty i1 — 6uy.
8. up =1, ug =2 et pour tout n € N, upyo = 6Up41 — Yy,
1
9. up =1, u1 =0 et pour tout n € N, upyo = Upy1 — Tt
1
10. up =0, u; =1 et pour tout n € N, up42 = Upt1 — 5 tn-

11. ug = 1, u1 = 0 et pour tout n € N, up49 + unt+1 + uy, = 0. Montrer qu’on peut écrire le terme général sous la
forme u,, = Acos(nf + ¢), ou A, 0 et ¢ sont des réels a préciser. Montrer que u est périodique de période 3.

12. ug =1, u; = 0 et pour tout n € N, up 0 = dupy1 — 4duy,.
13. ug =1, u; = 2 et pour tout n € N, upyo0 = —2up41 — du,.

14. up =1, ug =1 et pour tout n € N, upto = —Upt1 — 4ty

Corrigé 210. Je ne détaille que les questions 1. et 5., mais toutes doivent étre rédigées suivant ce schéma.
1. La racine de X = %X + 2 est 3. Soit ne N. On a

1 1 1
un+173:gun+273:§un71:§(un73)

donc (up, — 3)nen est géométrique de raison 3. Finalement, pour tout n € N,

Uy = <?1)>n(u0 -3)+3= <;)n1 + 3.

$)" (o — 2) + 2.
2(ug — 1) + 1.

2. On trouve, pour tout n € N, u,,

= (
3. On trouve, pour tout n € N, u,, = 3
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4. On trouve, pour tout n € N, u, = (—=1)"(ug — 2) + 2.

5. L’équation caractéristique 2 = 7 + 6 admet 3 et —2 comme solutions. Il s’ensuit qu'il existe (a, 3) € R? tel que,

© »® 3>

10.

11.

12.
13.

14.

pour tout n € N,
U, =a-3"+ 5 (-2)".

u = 3 __ a+ 3 3 fa =2
u, = 4 3a—20 4 g =1

Finalement, pour tout n € N, u,, = 23" + (=2)".

Or

On trouve, pour tout n € N, u,, = 1+ 2™,

On trouve, pour tout n € N, u,, = 2™.

On trouve, pour tout n € N, u, = (1 — %)3™.

On trouve, pour tout n € N, u, = (1 —n)27".

Les solutions de 1’équation caractéristique sont %e% et %e%ﬁ. On trouve pour tout n € N, u,, = (—=)"-2-

2
sin( % ).

S

Les solutions de 1’équation caractéristique sont e* ot e=5". On trouve pour tout n € N, u,, = cos(Q"T”) +
? sin(257) = %(§ cos(287) + 1 sin(227)) = % cos(22™ — Z). De plus, pour tout n € N, w43 = % cos(22% +
HT’T) = % COS(%% + 27 — §) = up, donc u est 3-périodique.

On trouve, pour tout n € N, u,, = (1 —n)2"™.

On trouve, pour tout n € N, u,, = 2"(cos(22T) + /3 sin(22%).

Les solutions de 1’équation caractéristique sont zg = _1%\/1751 et zg = _1%‘/@ On a |z = 2. Notons 0
I'argument principal de zy. On a cos(f) = —3 et sin(f) = VIS Jon tan(f) = —+/15, puis § = Arctan(—+/15) [r].
Or, cos(6) < 0 et sin(f) > 0, donc 6§ € } LR wf, puis 0 — 7 € TO; 3 [ La relation de congruence précédente fournit
alors = 7 + Arctan(—+/15) = 7 — Arctan(+/15) (car Arctan est impaire). Ainsi, il existe («, 3) € R? tel que,
pour tout n € N, u, = 2"(acos(n(m — Arctan(v/15))) + Ssin(n(r — Arctan(+/15)))). En utilisant ug et u1, on

trouve
V15
5

VneN, u,=2" (cos(n(w — Arctan(V/15))) + sin(n(m — Arctan(@)))) .
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