Limites et continuité

Exercice 287. Soit f: ]0;1] — R . Peut-on prolonger f par continuité en 07
Vi+r—+1—-z
x
sinx

Corrigé 287. On a
l4+z—-1+4+2 2x

flo) = sin(z)(v1+x+ /1 —1) a0 r(VI+z++1-x) v 0

donc on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1

Exercice 288. Donner le domaine de définition et étudier la continuité des fonctions suivantes :

fra— |z|+ (z — |z])? g:x—>+/(x—1)In(22 — 3z + 2).

Corrigé 288. 1. f est définie sur R en tant que composée de fonctions définies sur R.

Pour tout n € Z, la fonction est continue sur [n; n+ 1[ en tant que composée de fonctions continues sur cet

intervalle. Etudions la continuité en n € Z.
. limif(x):(nfl)Jr(nf(nfl))z:n71+1:n;

e f(n)=n+(n—n)?=n;
. lim+f(x):n+(n—n2:n.

r—n

Donc f est continue en n. Finalement, f est continue sur R.

2. X2 -3X+2=(X-2)(X —1), donc z — In(z? — 3z +2) est définie sur |—o0; 1[ U ]2; +o0[. Par ailleurs, pour

z€]—o0; 1[u]2; +ool,

3-456 3+5

In(z> =32+2)>0e=2>-32+2>1<=2z< 5 ouzr = 5
33—+ 1 3—4H 3 5 _ 9D
Or2<+5<3, dou0< QI < 3 puis QW < 1. On en déduit également +2\f > 3
x —o 35 2 S5 4o
z —1 - - + +
In(z? — 3z + 2) + 0 - - 0 +
(r —1)In(z? — 3z + 2) - 0 + - 0 +

donc le domaine de définition est D = [3 72\/5 .1 { U {3 +2\/5

que composée de fonctions continues sur D.

Complément : (x—1)In(z? —32+2) = (x—1)In(z— 1)+ (z— 1) In(z —2) ~ (x—1)In(z—1),d

x
Il s’ensuit qu’on peut prolonger f par continuité en 1 en posant f(1) = 0.

Exercice 289. Déterminer le domaine de définition puis prolonger par continuité en 0 la fonction f
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> 2. Ainsi :

; +00 [ La fonction est continue sur D en tant

‘ot lim f(z) = 0.
x—1

sz (14 2x2)%.
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Corrigé 289. Soit x € R.

1
1+21’>0<:>1'>—§

donc z — In(1 + 2z) est définie sur |—3; +oo[. Or la fonction inverse n’est pas définie en 0, donc le domaine de
définition de f:  —> exp(LIn(1 4 2z)) est |—%; 0[ U ]0; +00[. On a par ailleurs :

In(1 + 2x) 2x 5
e z—0 2 x—0

d’ou lin%] flz) = e? par composition de limites. Par conséquent on peut prolonger f par continuité en 0 en posant
xT—>
f(0) = e

1
Remarque; lim1 f(x) = 40, donc on ne peut pas prolonger f par continuité en —3

T>—3

Exercice 290. Soit n € N. Peut-on prolonger les fonctions suivantes par continuité en les extrémités finies de leur
intervalle de définition ?

(1) a: ]-1; +0] —> R3 (3) ¢: ]05 4] — R (5) e: ]0; 40 — R(l)
2" +62+7 r — ST r +—— sin(=
r — r3+1 e?r—1 z
(2) b: ]0; 0] — R1 - (4)d: ]-2;2] — R X (6) f: ]0;+0] — R
z — % T > g r +— wsin(d)
- _ @@ et D) _
Corrigé 290. (1) a(z) = i) —zt1) d’ou ml_l)rr_lla(x) =3
nr oo on
(2) b(x) 0 337 d’ou il_r)%b(x) =35
T _
(3) c(x) o 7 d’ou ili% c(z) = 1.

1

(4) On rappelle que 2'*"% = exp(tan(x)In(2)). Sous cette forme, on a immédiatement lim . (r)==et lim f(z)=
T>—F z—>Z~

0.

1
(5) lirn+ — = 40 et sin n’a pas de limite en +00. Donc e n’est pas prolongeable par continuité en 0 (la fonction
x—0T T

oscille entre —1 et 1 de plus en plus ”vite” au voisinage de 0; cela se comprend puisque la fréquence du sinus
devient infinie...)

(6) —z < zsin () < z, d’ou avec le théoreme d’encadrement lin%) f(x) = 0 (la fonction oscille de plus en plus
x e

vite, mais son amplitude se réduit : le graphe de f est dans le cone délimité par les droites d’équation y = z et
y=—x).
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