Variables aléatoires

PX=1)=P(Y=1)== et PX=-1)=PY=—1)=

Notons Z = XY.

Montrer que les variables aléatoires X, Y, Z sont indépendantes deux a deux, mais qu’elles ne sont pas mutuellement
indépendantes.

Corrigé 412. Déterminons la loi de Z :

B(Z=1)=B(X=1)n (Y =1) +B(X = 1) n (¥ = 1))
=B(X = 1)P(Y = 1)+ B(X = ~1)P(Y = —1)= ; + ;= 5
P(Z = 1) =B((X = 1) n (Y = 1)) + B((X = 1) A (Y = ~1))
= B(X = —)P(Y = 1) + P(X = )P(Y =)= ; + ;= ;
On calcule :

PX=DEZ=1)=; PX=DRZ=-1)=; BEX=-DP(Z=1)=; PB(X=-DKZ=-1)=
P(X=1)n(Z=1)=P(X=1)n (¥ =1)=
P(X=1)n(Z=-1)=PB(X=1)n (Y =-1)=
P(X=-1)n(Z=1))=PB(X = -1)n (¥ =-1)) = ;
P(X=-1)n(Z=-1))=P(X=-1)n (¥ =1)) =

ce qui montre que X et Z sont indépendantes. On obtient de méme l'indépendance de Y et Z (en échangeant les roles
de X et Y). Les variables aléatoires X, Y et Z sont donc indépendantes deux & deux.
Comparons P(X =1, Y =1,Z=1) et P(X =1)PY =1)P(Z=1):

PX=1,Y=1,Z=1)=P(X=1Y =1) =

car (X =1,Y=1)c(Z=1). Ainsi, P(X =1,Y =1,Z=1) # P(X = 1)P(Y = 1)P(Z = 1), ce qui montre que les
variables aléatoires X, Y et Z ne sont pas mutuellement indépendantes.

P(X=1nY=1)=P(X =1P(Y =1)

Corrigé 413. Soit X et Y deux variables aléatoires de Bernoulli.

e Si X et Y sont indépendantes, alors en particulier P(X =1) n (Y =1)) =P(X = 1)P(Y =1).
e Réciproquement, supposons que P(X =1)n (Y =1)) =P(X = 1)P(Y =1).

On sait que {(Y =0),(Y = 1)} est un systéme complet d’événements. Ainsi :
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De méme, puisque {(X = 0), (X = 1)} est un systéme complet d’événements :

P(X=1)n(Y=1)+P(X=0)n (Y =1)=PY =1)
P(X=1)n¥=0)+P(X=0)n(Y=0)=PY =0
On en déduit :

P(X=1)n(Y=0)=PX=1)-P(X=1)n(Y =1))
=PX=1)-PX=1)PY =1)
=PX=1)(1-PY =1))
=PX =1)PY =0)

P(X=0n(Y=1)=PY=1)-P(X=1)n(Y =1))
=PY=1)-PX=1)PY =1)
=PY =1)1-P(X =1))
=PY =1)P(X =0)

P(X=0)n(Y=0)=PX=0)-P(X=0n(Y=1))
=PX=0)-PX=0)PY =1)
=PX=0(1-PY =1))
=P(X =0)P(Y =0)

Exercice 414. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur un univers §2 fini, alors
V(X 4+Y)=V(X)+ V().

Corrigé 414. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur un univers fini. Alors, par linéarité de I'espérance :
V(X +Y)= ]E((X +Y)%) — (E(X +Y))?

(X2 42XV +Y?) - (B(X) + E(Y))’

(X?) + 2E(XY) + E(Y?) - (E(X))” — 2E(X)E(Y) - (E(Y))

(

(

2

X)+ V() +2(E(XY) - E(X)E(Y))
X)+V(Y)
car les variables X et Y sont indépendantes, donc E(XY) = E(X)E(Y).

E
E
A\
A\

Exercice 415. Soient X et Y deux variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p (0 < p < 1).
1. Déterminer la loi conjointe du couple (S, D), o0 S=X+Y et D=X —-Y.
2. Déterminer les lois marginales du couple (S, D). Calculer E(S) et E(D).
3. Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes ?
Corrigé 415. 1. S(2) =[0;2] et D(R2) =[-1;1]. Pour k € [[0;2] et £ € [—1;1], on a :
kE+¢ k—1¢ E+¢ k—1¢
= =rx = e = 105

On en déduit le tableau :

kel o [ 1 [2]
-1 0 (I—pp| 0
0 || QA-p? 0 v’
1 0 pl—p) | 0

2. On en déduit les lois marginales :
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k 0 1 P 7 a1 0 1
P(S=k) || A—p)? [ 2p(1—-p) | p* P(D=1() [[p(1—p) | 0 —p)°+p° | p(0—p)

E(S) = Y kP(S =k) =0x (1—p)+1x 2p(1 —p)+2p° =2p
k=0

E(D)=-1xp(l—p)+0x (1 -p)*+p*)+1xp(l-p)=0
Remarque : on peut aussi utiliser la linéarité de ’espérance :

E(S) = E(X) +E(Y) = 2p E(D) = E(X) — E(Y) =0

3. Les variables aléatoires S et D ne sont pas indépendantes car P((S =0)n (D = —1)) = 0 alors que P(S =0) # 0
et P(D = —1) # 0.

X o 1 2

1 1 1 1
4 8 8
3 1

-1 = - —
16 4 16

1. Préciser les lois marginales de X et Y.

2. Donner la loi de la variable XY

3. Calculer E(Y) et E(XY).

4. Comparer P((X =1)n (Y =1)) et P(X =1) et P(Y = 1). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Corrigé 417. 1. Les lois marginales sont données par :
x 0|11 2 y -1 )1
7131 3 111
P(X = — | = | = P(Y = - | =
K=o 15|35 16 ¥Y=v 332
2. La loi de XY est donnée par :
k 2 |-110]1]2
1 1 7 11
P(XY = k) - ===
16| 416 | 8| 8
-1 1
3.]E(Y):fl><IP’(Y:—1)+1><]P’(Y:1):T+§:O.
2 1 1 2
E(XY) = PXY =2)=——-—-+-+-=
(X¥)= D, B D=1 1tsts0
ze[—2;2]
4.
1
]P’((X:l)m(Y:l)):4
1_3
2 16

P(X = DP(Y = 1) = g «
On remarque que P(X =1)n (Y =1)) #P(X =1)P(Y =1
pas indépendantes.

), ce qui montre que les variables X et Y ne sont
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Exercice 419. Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire dont la loi conjointe est donnée par : pour n € N*,
1 n
V(i,j) € [0,n]*, P(X =i)n (Y =j) = ————
(27]) [[ 777‘]] ) (( 7’)“( ])) (n+1)><2n <]>
1. Montrer que X suit une loi uniforme et que Y suit une loi binomiale.
2. X et Y sont-elles indépendantes 7

Corrigé 419. 1. Déterminons la loi de la variable X. Soit i € [0;n]. Alors :

n n

P(X =) = ;)IP((X =) A (Y =j) = ;}nilg—n (;‘) - ni"l i(?) =i —

n+1

ce qui montre que X suit la loi uniforme sur [0; n].
Déterminons maintenant la loi de la variable Y. Soit j € [0; n]. Alors :

w0 Fpessontren=§ 5= G- () 0 ()

ce qui montre que Y suit la loi binomiale de parametres n et %
2. Pour (i,5) € [0;n]%, P(X = i) n (Y = j)) = a2 (?) =P(X = i)P(Y = j), ce qui montre que les variables

X et Y sont indépendantes.

Exercice 420. On lance un dé non pipé. La variable aléatoire X est définie en donnant la valeur 2 lorsque le point
marqué est pair et la valeur 1 lorsque le point marqué est impair. La variable aléatoire Y est définie en donnant la
valeur 3 lorsque le point marqué est 1 ou 6 et la valeur 0 dans les autres cas.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Calculer E(XY) — E(X)E(Y).

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4

. Reprendre ces questions en définissant Y de la fagon suivante : Y prend la valeur 3 lorsque le point marqué est
2 ou 6, et la valeur 0 dans les autres cas.

Corrigé 420. 1. La loi du couple (X,Y") est donnée par le tableau :

(XY [1]2]

0 1)1

313

3 1]1

6|6

2. Les lois des variables XY, X et Y sont données par :

a 01316 T 112 Y 0|3
2111 1]1 211
P(XY = - == P(X = —| = P(Y = - =
( 93l6le| [FE=23]3] [PV =¥ ]33

AnsiE(XY) =0x 24+3xt+6x ¢ =2 E(X)=1x1+2x3=3etEY)=0x32+3x1%=1 etpar
conséquent E(XY) —E(X)E(Y) =0.

3. On remarque que pour z € [1;2] et y € [0;3], P((X =2) n (Y =y))
et Y sont indépendantes.

4. Cette fois-ci, la loi du couple (X,Y) est donnée par :

(XY [[1[2[PY =y) ]
11 2
O zls| 3
1 1
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a 3

La loi de XY est donnée par 0

[SCA ) e}
Wl |

P(XY = a)

Ainsi E(XY) =6 x 1 =2, E(X) = 2 et E(Y) = 1, donc E(XY) — E(X)E(Y) = L.
En particulier, E(XY) — E(X)E(Y) # 0, donc les variables X et ¥ ne sont pas indépendantes.

Exercice 421. Soit n € N*. On considére n boules numérotées de 1 a n et n cases numérotées de 1 a n. On range
au hasard les n boules dans les n cases en ne mettant qu'une seule boule par case. Pour tout ¢ € [1,n], on note S;
la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si la i-iéme boule se trouve dans la i-ieme case. On note S la
variable aléatoire correspondant au nombre de boules se trouvant dans la case de méme numéro.

1. Exprimer la variable aléatoire S a ’aide des variables aléatoires .S;.

2. Expliciter la loi et donner ’espérance des variables aléatoires S;.

3. Pour tous i, j € [1, n], expliciter la loi et donner I'espérance de la variable aléatoire S;5;.

4. En déduire 'espérance et la variance de S.

Corrigé 421. 1. =3 5.

i=1

2. S; suit la loi de Bernoulli de paramétre 1. On a donc E(S;) = L.
3. Soit 4,7 € [1;n]. La variable aléatoire S;S; est encore une variable aléatoire de Bernoulli. Elle suit la loi de

Bernoulli de paramétre P(S;S; = 1) = P(S; = 1)Ps,=1)(S; = 1) = L x L=, Donc E(S;5;) = ﬁ

n n

n
4. Par linéarité de l'espérance, E(S) = Y. E(S;) = 2 = 1. Pour la variance : V(S) = E(S?) — E(5)?, avec :
i=1

n

E(SQ) = E( 2 Ssz) = Z E(SZSJ) = Z n(n — 1) = —

i,je[Lin] i,5e[Lin] i,5€[Lin]

Exercice 423 . Soit n € N\{0;1}. Dans une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, on tire deux boules
une & une, sans remise. On note X; le premier numéro tiré, X, le deuxiéme numéro tiré. Soit X = min(X;; X5) et
Y = max(Xl; XQ)

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Calculer la loi de X et celle de Y.

3. Etudier 'indépendance des variables X et Y.
Corrigé 423. 1. Ona X <Y et (X,Y)(Q) = {(k,é) e [1,n]? ) k< e}.
Soient (k,¢) € [1,n]” tel que k < £.

P(X,Y) = (k,0)) PX=knY =Y
= P(X1i=knXa=0u(X1=0nX2=k)) (union disjointe)
= ]P)(Xl:kﬂX2:€)+]P(X1:€ﬁX2:k)
1 1
= nn =) + nn =) car Card(f) = n x (n—1)

choix boule 1

choix boule 2
Doc pour tout (k,¢) € [[1,11]]2 tel que k < ¢,
2

IP’(X:ka:E):m.

2. X(Q)=[1,n—1]. Soit k € [1,n —1].

P(X =k) = Z PX=knY =Y car {Y =2},...{Y =n} est un systéme complet d’événéments
¢

= i PX=knY =1/
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On a par ailleurs Y(Q) = [2,n]. Soit ¢ € [2,1].

1

S
|

P(Y=¢) = PY=¢nX=k) car {X=1},...,{X =n— 1} est un systéme complet d’événements
k=1
=1
= YPY=(nX=k)
k=1
20 -1)
 nn+1)

3. {X=3nY=2}=¢g,doncP(X =3nY =2)=0.0rP(X =3)#0et P(Y =2) #0. Ainsi P(X =3nY =
2) # P(X = 3)P(Y = 2) et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
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