Suites réelles et complexes

Exercice 228. Introduisons f : x — e® 4+ x définie sur R.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, ’équation f(z) = n posséde une unique solution réelle. On notera z,
cette solution.

2. Montrer que la suite (2, )nen ainsi définie est monotone.
3. En déduire que (2, )nen admet une limite, puis déterminer celle-ci.
Corrigé 228. 1. f est dérivable avec f': x — e®+1, donc f est strictement croissante. Par ailleurs f est continue,

lim_o, f = —o0 et limy o, f = +00. Le théoreme de la bijection assure alors que f : R — R est bijective. En
particulier, pour tout n € N, I’équation f(z) = n admet une unique solution.

2. Soit n € N. x, = f~1(n). Or f=! est de méme sens de variation que f, & savoir strictement croissante. Ainsi
(zn)neN est strictement croissante.
Autre solution. e*» + x,, = n et "1 + 1z, 11 =n+ 1, donc (*) e+t —e*" 4+ 1,01 — 2y = 1. Sl xpg1 — 2, <0,
alors e®n+1 — e < 0 par croissance de exp, et donc ’égalité (x) est contredite.

3. Puisque la suite x est croissante, elle admet une limite £ € R u {4+00}. Supposons ¢ < 4+co0. En passant & la limite
dans e*" + x,, = n, on obtient e + ¢ = +00, ce qui est absurde. Ainsi liIE T, = +o0.
n—-+00
Autre solution. Puisque lirf f(x) =400, f continue et f est strictement croissante, le théoréme de la bijection
Tr——+00

assure que lim f~!(z) = +oo. En particulier, lim f~'(n) = 40 et ainsi lim x, = +oo.
x—+00 n—-+0o0 n——+00

Exercice 229. On considére 'équation (E,) : 2" —x — 1 = 0, ou n > 2. On introduit, pour n € N, la fonction
fnixr—a™—x—1.
1. Montrer que pour n > 2, (E,) admet une unique solution dans l'intervalle [1; 4+00[; on note x,, cette solution.
2. Déterminer, pour n > 2, le signe de f,,(zn+1), et en déduire le sens de variation de (z,,)n>2.
3. Montrer que (z,,),>2 est convergente. On note ¢ sa limite.
4. En remarquant que &, = (1 + 2,,)#, montrer que £ = 1.

Corrigé 229. 1. Soit n > 2. f,, est dérivable et f, : ¥ —> naz" 1 — 1. Or, pour z > 1, 2"t > 1, d'ou f/ (z) >
n — 1> 0 puisque n > 2. Ainsi f, est strictement croissante sur [1; +oo[. Par ailleurs, f,, est continue, donc le

théoréme de la bijection assure que f, établit une bijection de [1; 4oo[ sur | f,(1); lir_rkl fulz)| = [-1; +oo[.
r——+00

Or 0 € [-1; +oo], donc I'équation (E,) admet une unique solution.

. . +1 . 1
2. Soit n = 2. fu(ng1) =201 — Tng1 — 1. Or frp1(@ng1) =0, de. 27 —2pp1 —1=0,de 2,41 — 1 = :I:Zil

Donc fn(Tn+1) = o511 — Tpp1 — 1 — (IZﬂ —Tpp1 — 1) =25, — x;iﬁ < 0 puisque 41 = 1.
Or fo(zn) =0, dou fr(zpt1) — fu(zn) < 0. Or f, est strictement croissante, donc cette inégalité conduit a
Tp41 < T, ce qui induit que x est décroissante.
3. x est décroissante et minorée, donc le théoreme de minoration assure que = est convergente.
4. Ona (1 +:z:n)% = (:172)% =x,.
Par ailleurs, (14 @,,)» = a,, se réécrit (%) LIn(1 + 2,,) = In(z,,).En passant a la limite dans (x), on obtient :

1
— In(14z,) = In(z,)
n ‘——— ——
—> In(144)>0 —> In(¥)
n—+ow n—+o
_\,_/
nrec?

(c’est tres mal rédigé ©) d’out In(¢) = 0, puis £ = 1.
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