Probabilités sur un univers fini

Exercice 358. Une maladie rare touche un individu sur cent mille. On dispose d’un test de dépistage qui est positif
pour 95% des personnes malades et pour 0,5% des individus sains. Un individu est testé positif. Quelle est la probabilité
qu’il soit malade ?

Corrigé 358. Notons T =« le test est positif » et M =« I'individu est malade ». L’énoncé assure que P(M) = 1075,
Py (T) = 0,95 et Py7(T) = 0,005. D’apres la formule des probabilités totales, P(T') = P(M) x Pa(T) +P(M)P3(T) =
107° x 0,95 + (1 — 1075) x 0,005. La probabilité demandée est alors obtenue avec la formule de Bayes : Py (M) =
]P(M) X P]V[ (T)
——— ~0,002.

P(T) ’

Exercice 359. Lors d’une interrogation, un étudiant se trouve face a une question dont m réponses possibles sont
proposées et une seule est correcte. Soit I’étudiant connait la réponse a la question, soit il choisit au hasard une réponse
parmi les m proposées. La probabilité que I’étudiant connaisse la bonne réponse est p € ]0; 1].

Sachant que I'étudiant a répondu correctement, quelle est la probabilité qu’il ait répondu en connaissant la bonne
réponse ?

Corrigé 359. Notons B =« I’étudiant connait la bonne réponse », et C =« I’étudiant a répondu correctement ».

1
L’énoncé fournit P(B) = p, Pg(C) =1 et P5(C) = —. La probabilité que I’étudiant réponde correctement est donnée
m

N . La formule

— 1— 1—
par la formule des probabilités totales : P(C') = Pp(C) x P(B) +P5(C) x P(B) = p+ mp i +m

Pg(C) x P(B m
= 5(0) (B) _ P (notons que cette formule est cohérente, puisque pour

de Bayes fournit alors Pc(B) PO = 1
pm -p

m =1 on retrouve Pe(B) = p).

Exercice 360. Soient A et B deux événements tels que P(4) = § et P(A u B) = 1. Calculer P(B) dans le cas ol A
et B sont disjoints, puis lorsque A et B sont indépendants, et enfin lorsque A est inclus dans B.

1
Corrigé 360. 1. Si A et B sont disjoints, P(B) = P(Au B) —P(A) = 3

2. Si A et B sont indépendants, P(A n B) = P(A) x P(B), donc P(A u B) = P(A) + P(B) —P(An B) =

P(A) + P(B) + P(A)P(B), puis P(B) = %

3. SiAc B, AuB=DB, donc P(B) =

Exercice 361. Une urne contient cinq boules blanches et sept rouges. On effectue trois tirages d’une boule suivant la
procédure suivante : a chaque tirage, on prend une boule et on la remet dans 'urne en y ajoutant une boule de méme
couleur. Calculer les probabilités d’obtenir :

1. aucune boule blanche;

2. exactement une boule blanche;

3. trois boules blanches ;

4. exactement deux boules blanches.

Corrigé 361. On note B; ’événement « au i-iéme tirage, on obtient la boule blanche ».

1. Avec la formule des probabilités composées, on obtient P(B; n By n B3) = P(By) x IP’E(E) X IP’BmefQ(Big) =
12 13 14

2. On disjoint I'événement comme suit : (B; N By n Bs) U (B n By n B3) U (B N Ba n Bs), d’olt une probabilité

éaleaixixﬁ_klxixé_klxﬁxi— XM

& 1271314 12713714 1213 " 14 12 x 13 x 14°

de la boule blanche (3 possibilités), puis compter les choix d’une boule blanche et deux boules vertes (5 x 7 x 8).

On pouvait aussi choisir la position
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Bx6x7
3. Comme en 1., 0on a P(B; n By n B;) = m

4. L’événement contraire revient a piocher aucune boule blanche, ou exactement deux boules blanches, ou trois
boules blanches, donc avec les questions précédentes la probabilité cherchée vaut

_7x8x9+3x5x7x8+5x6x7
12 x 13 x 14 '

1

Exercice 362. On tire deux pieces de monnaie équilibrées et on considere les événements A =« la premiére piece
tombe sur face », B =« la deuxieéme piece tombe sur face » et C' =« les deux pieces tombent du méme c6té ». Les

événements A, B, C sont-ils indépendants deux & deux ? Et mutuellement indépendants ?
2 1 1
Corrigé 362. On a Q = {P,F}Q. On a A = {(F,P),(F,F)}, dou P(A) = 1= De méme, P(B) = 3 Enfin,

C = {(E,F),(P,P)}, dod B(C) = 5.
1. AnB={(F,F)},dou P(An B) = i et ainsi P(A n B) =P(A)P(B).

AnB=BnC=AnC,douP(AnC)=PA) xP(C) et P(Bn C)=P(B) x P(C).
Finalement, A, B et C' sont indépendants deux & deux.

1 1
2. AnBnC=AnB,douP(An BnC)= -, et pourtant P(A)P(B)P(C') = -, donc A, B et C ne sont pas
4 8

mutuellement indépendants.
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