Espaces vectoriels

Exercice 463. 1. Dans R?, le vecteur (7,3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,4) et (—1,2)?

2.

Dans R3, le vecteur (5,5, 1) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2, 3,0) et (3,2,0)?

3. Dans R3, le vecteur (0, —2,3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,2, 3) et (3,—1,2)?
4.
5. Dans R[X], le polynéme P = 16X3 — 7X? — 4 + 21X est-il combinaison linéaire des polynomes

Dans R2, le vecteur (64/2 — 15,12 — 54/3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,+/2) et (v/3,1)?

A=8X3—-5X?+1 et B=X?4+7X-27

6. Dans RR, 'application & — sin(2z) est-elle combinaison linéaire des applications sin et cos ?

7. Dans RR, I'application x — cos(2z) est-elle combinaison linéaire des applications sin? et cos? ?

8. Dans l'espace vectoriel des suites réelles, la suite (1),en est-elle combinaison linéaire des suites

(n2)neN7 (2")neNs  (2n—1)pen 7

Corrigé 463. 1. Le vecteur (7,3) est combinaison linéaire de (2,4) et (—1,2) si et seulement s’il existe (a,b) € R?
tel que (7,3) = a(2,4) + b(—1, 2).
Soit (a,b) € R2.
7 = 2a-b a = 4
_ _ 8
(7,3) = a(2,4) +b(-1,2) < { 3 = da+20 { b = -U

Ainsi (7,3) est bien combinaison linéaire des deux vecteurs proposés.

. Pour tout (a,b) € R?, a(2,3,0) + b(3,2,0) aura une troisitme coordonnée nulle. Donc (5,5,1) n’est pas une

combinaison linéaire des vecteurs proposés.
Soit (a,b) € R?. Le systeme

2a+3b = 0
2a —b = -2
3a+2b = 3

n’a pas de solution, donc (0, —2,3) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs proposés.
Soit (a,b) € R%. On a

atV3b = 6v2-15 _ [a = 6v2

V2a+b = 12-53 b = —5V3

donc (64/2 — 15,12 — 54/3) est une combinaison linéaire des vecteurs proposés.
Soit (a,b) € R2.

aA+bB=P <= 8aX3+(-ba+b)X>+TbX +a—2b=16X3—-7X2+21X —4

8a = 16

—ba+b = -7

T = 21

a—2b = —4
— {a = 2
b = 3

Donc P est combinaison linéaire de A et B.

. Notons f : x — sin(2z). Soit (a,b) € R?. Supposons que f = asin+bcos. En évaluant cette égalité en z = 0

et z = %, on trouve (a,b) = (0,0). Comme f n’est pas la fonction nulle, on en déduire que f n’est pas une
combinaison linéaire de sin et cos.

. La formule cos(2x) = cos?(z) — sin?(z), pour tout x € R, assure que x —> cos(2z) est combinaison linéaire de

2 2

sin” et cos”.
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8. Soit (a,b,c) € R3. Posons u,, = an? + b2" + ¢(2n — 1) pour tout n € N. Supposons que u,, = 1 pour tout n € N.
Sib#0,ona (u, = (b2") qui ne peut converger vers 1, ce qui est contradictoire. Ainsi b = 0 et, si a # 0,
up = an®+c(2n—1) ~ an?, qui ne peut converger vers 1, ce qui est encore absurde. Donc a = 0. Or ¢(2n—1) # 1,
donc on n’a pas de combinaison linéaire ici.

Exercice 464 . Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel dans lequel ils sont
inclus ?

A={(z,y)eK?|z =y} B={(z,y) eR?| z >y}
C={(z,y) e K?| |z| = |y|} D={(z,y,2) eK3|z =0}
E={(z,y,2) e K*| z =2y = 32} F={(z,y,2) e K®| zyz = 0}
G={feR?| f(1)=0} H={feR?| f(3) <0}
I={feR? f(3)=2f(2)} J = {P e K[X]| deg(P) < 5}

K ={PeK[X]| P(0)=P'(1) =0} L ={PeK[X]| deg(P) = 5}

M = {feRR| f est croissante} N = {feRR| f est paire}

0= {ueRN| U converge} P = {ueRN’ u est bornée}
Q={MeM,K)|M"+2M =1I,} R={MeM,(K)|M"+M =0}
S={MeM,R)| M2 =M} T{(Z Z):(a,b)eRQ}.

Corrigé 464. (A) o Ac K2
e (0,0) € A car 0=0.
e Soit ((a,b),(c,d)) € A%2. Soit \e K. Onaa=betc=d,a+c=b+det (a,b) + (c,d) € A. Enfin, \a = \b,
d’ott A(a +b) € A.
Ainsi A est un sous-espace vectoriel de K2.
(B) (1,0) € B et pourtant —(1,0) = (—1,0) ¢ B, donc B n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
(C) (=1,1)e C et (1,1) € C, et pourtant (—1+ 1,1+ 1) ¢ C. Donc C n’est pas un sous-espace vectoriel de K2.
(D) e Dc K3
e (0,0,0) € D car la premiére coordonnée de (0,0,0) est nulle.

e Soit (u,v,\) € D? x K. Il existe (a,b,c,d) € K* tels que u = (0,a,b) et v = (0,¢,d). On a u +v =
(0,a+¢,b+d) e D et Au=(0,Aa, \b) € D.
Donc D est un sous-espace vectoriel de K3.
(E) e EcK3
e (0,0,0) € E.
e Soit (u,v,)\) € E?2 x K. Il existe (a,b,c,d, e, f) € K® tel que u = (a,b,c) et v = (d,e, f). On a a = 2b = 3c et
d=2e=3f.Onau+v=_(a+d,b+ec+f),aveca+b=2b+2e=2(b+e)eta+b=3c+3f=23(c+f).
Donc u + v € A. De plus, Au = (Aa, Ab, Ac), avec Ada = A(2b) = 2(A\b) et Aa = A(3¢) = 3(A¢), d'out Aa € E.
Finalement, F est un sous-espace vectoriel de K?3.

(F) On a (1,0,0) € F, (0,1,1) € F, et pourtant la somme de ces vecteurs (1,1,1) ¢ F. Donc F n’est pas un
sous-espace vectoriel de K3.

(G) e GcRR

e 0 e G car la fonction nulle est nulle en 1.

e Soit (f,g,A\) € G. Ona f(1) =0et g(1) =0. Donc (f +g)(1) = f(1)+g(1) = 0 et ainsi f + g € G. De plus,

(Af) (1) =Af(1) =0, donc Af € G.
Ainsi G est un sous-espace vectoriel de RE.

(H) —1€ H et pourtant —(—1) ¢ H, donc H n’est pas un sous-espace vectoriel de RE.
(I) e IcRE

e 0 € [ car la fonction nulle ne prend que la valeur nulle.

o Soit (f,9,A) € I* xR. Ona (f +9)(3) = f(3) + g(3) = 2f(2) +29(2) = 2(f + 9)(2) et (\f)(3) = Af(3) =
2(Af)(2),donc f+gelet Afel.
Ainsi I est un sous-espace vectoriel de RE.

() e JcK[X].

ESPACES VECTORIELS PAGE 2 SUR 4 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE



e 0€ J car deg(0) = —o0.
e Soit (P,Q,\) € J?2 x K. On a deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) < 5, d’ott P+ Q € J. De plus, deg(AP) <
deg(P) < 5 (avec égalité si A # 0).
Donc J est un sous-espace vectoriel de K[X].
(K) o K cK[X].
e 0eEK.
e Soit (P,Q,\) € K xK?% On a (P+Q)(0) = P(0) +Q(0) =0et (P+ Q) (1) = P'(1) + Q' (1) = 0, donc
P+ Qe K. Deplus, AP(0) =0et (AP)'(1) = AP'(1) =
Finalement K est un sous-espace vectoriel de K[X].

(L) La somme de X° et —X° + 1 n’appartient pas & L, donc L n’est pas un sous-espace vectoriel de K[X] (ou plus
simplement 0 ¢ R5[X]).

(M) Soit f € M non nulle. Alors —f est décroissante, d’ott —f ¢ M puis M n’est pas un sous-espace vectoriel de R®.
(N) e N c RE.
e La fonction nulle est paire donc 0 € N.

e Soit (f,g9,\) € N2 x R. Soit x e R. (f + g)(—2) = f(—2) + g(—2) = f(2) + g(z) = (f + g)(z), donc f+g¢
est paire. De plus, (Af)(—z) = Af(—x) = Af(z) = (\f)(z), donc \f est paire.
Ainsi N est un sous-espace vectoriel de RE.

(O) O est un sous-espace vectoriel de RN, car la suite nulle est convergente, la somme de suites convergentes est
convergente et le produit d’une suite convergente par un réel est convergente.

(P) P est un sous-espace vectoriel de RN, la suite nulle est bornée, la somme de suites bornées est bornée et le
produit d’une suite bornée par un réel est borné.

(Q) @ n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(K) car 0 ¢ Q.
(R) o Rc M,(R).
e0cRcar 07 =0.
e Soit (M,N,\)e R xK.Ona (M+N)"+(M+N)=M"+M+NT + N =0, donc M + N € R. De
plus, AM)T + AM = AX(MT + M) =0, donc AM € R.
Ainsi R est un sous-espace vectoriel de M, (R).

(S) I, e Set —1I, ¢ S, donc S n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R).
(T) Méthode 1.

° TCTL(R).
e 0eT.
e Soit (M,N,\) € T? x R. Il existe (a,b,c,d) € R* tel que M = (Z Z) et N = <ccz 2) On a

_f(a+c a+c _(Aa Aa
M+N_<b+d b+d>€T et )\M_<)\b )\b>€T

donc T est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Méthode 2. T = Vect (((1) (1)> , <(1) ?)), donc T est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Exercice 465. 1. Démontrer que les ensembles
E={(z,y,2) ERB‘ 3x+y—2=0} et F={(z22,-32): vcR}

sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer deux vecteurs u et v de R3 tels que E = Vect (u, ).

3. Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de 'ensemble F', c’est-a-dire déterminer a quelles conditions sur
les réelles a, b et ¢ le vecteur (a, b, ¢) est un élément de F.

4. Les ensembles E N F et E U F sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?

Corrigé 465. 1. Aucune difficulté.
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2. Soit (z,y,2z) € R3. On a

r = a
(z,y,2) € E <= z =3z +y < 3(a,b) € R?, y = b
z = 3a+b
Ainsi (1,0,3) et (0,1,1) sont deux vecteurs générateurs de E.
3. Soit (a,b,c) € R3.
a = x X a a Q
(a,b,c) € F < Iz e R, b = 2z <«=3JzecR,{ o = % <:>{ _ 2.
c = -3z r = 5 ¢ 3
Donc un systeme d’équation cartésienne de F est 2a—=b =0 i.e
Y d 3a+c = 077
: 2z — = 0
_ 3 Y
F{(m,y,z)eR {3x—|—z — 0 }
3x+y—z = 0
4. Méthode 1. EnF = { (v,y,2z) € R? 2 —y = 0 . Sous cette forme, on voit facilement qu’il s’agit
3z+2z = 0
d’un sous-espace vectoriel de R3. Méthode 2. L’intersection de sous-espaces vectoriels est toujours un sous-espace

vectoriel.

E U F = Vect((1,0,3),(0,1,1)) u Vect ((1,2,-3)). Or (1,0,3) + (1,2,-3) = (2,2,0) n’appartient pas & E
(Péquation cartésienne n’est pas vérifiée) et n’appartient pas non plus & F (engendré par (1,2,—3), donc un
vecteur de cet espace ne peut avoir sa derniére coordonnée nulle). Donc E U F n’est pas un sous-espace vectoriel
de R3.

Exercice 466. Soit F = {(Jc, y,2,tbu) ER® : v +2y+32+4t+bu=0etxt+y=z2+t= u} Déterminer des vec-
teurs a et b de R® de sorte que F' = Vect (a, b).

Corrigé 466. Soit (z,y, z,t,u) € RS.

T = =z
x+2y+3z+4t+5u = 0 y = —5(t+92)
(x,y,2,t,u) € F < rHy—z—t = 0 << z = f5(z—111)
r+y—u = 0 t =t
u = (@—t)

Ainsi on peut choisir a = (10, -9,1,0,1) et b= (0,-1,-11,10,—1).
Exercice 467. Considérons

F:{(Jc,y,z,t)eR4| z+y+z+t=0et Qx—y—i—z:O}, G:{(m,y,z,t)eR4| x—2y—t=0€tm—t:0}.
Déterminer les vecteurs f1, fa, g1, g2, e de R* tels que F' = Vect (f1, f2), G = Vect (g1, 92) et F n G = Vect (e).
Corrigé 467. Soit (z,y,2,t) e R*. On a :

rty+z+t = 0 _ fr = —%(224—7&) ot r=2y—t = 0 _ faw =1
2e—y = 0 y = —3(z+2t) r—t = 0 y = 0
donc on peut choisir f; = (—=2,-1,1,0), fo = (—=3,-2,0,1), g1 = (0,0,1,0) et g = (1,0,0,1). Enfin,
Tty+zH+t = 0 N
2r—y =0 — _ 0
r—2y—t = 0 Z B Y
z—t = 0

donc on peut choisir e = (1,0, -2, 1).
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