Probabilités sur un univers fini

Exercice 365. Une compagnie aérienne étudie 1’évolution des réservations sur I'un de ses vols. Elle constate que 1’état
d’une place donnée évolue ainsi : elle est libre au jour 0 (jour d’ouverture des réservations), puis, si elle est libre au
jour n, il y a 4 chances sur 10 pour que quelqu’un la réserve au jour n + 1. En revanche, si elle est réservée au jour n,
il y a 9 chances sur 10 pour qu’elle soit réservée au jour n + 1.

Soit n € N. Notons p,, la probabilité que la place donnée soit réservée au jour n.

1. Donner la valeur de pyq.

2. Exprimer p,41 en fonction de p,.
3. En déduire I'expression de p,.

4. Quelle est la limite de (pp,)nen ?

Corrigé 365. 1. La place n’est pas réservée au jour 0, donc py = 0.
9

4
10 et Pu—(Ant1) = —. La formule des

2. Notons A,, =« la place est réservée au jour n ». On a Py, (Ap11) = 10

probabilités totales donne alors la formule de récurrence :

— 9 4
Pny1 = P(Anp1) =P(An) x Pa, (Ang1) + P(An) x PTH(AR+1) = Epn + TO(I —pn) = 0,5p, +0,4.

3. La suite (p,) est arithmético-géométrique, d’équation caractéristique z = 0,5x + 0,4, ce qui donne z = 0,8. On
introduit la suite auxiliaire de terme général b,, = p,, — 0, 8, qui vérifie b, 11 = ppy1 +0,8 =0,5p, +0,4—0,8 =
0,5(pn, — 0,8) = 0,5b,. La suite (b,) est donc géométrique de raison 0,8 et de premier terme by = —0, 8, donc
b, = —0,8 x (0,5)™, puis p, = b, + 0,8 =0,8(1 —0,5").

4. Avec la question précédente, on obtient lir}rl prn = 0,8. Comme (p,) est croissante, on constante que la propor-
n——+00

tion des places réservées dans l’avion va augmenter, mais en ne dépassant pas un plafond de 80%.

Exercice 366. Les poules pondent des ceufs que 'on classe suivant trois calibres : A (petit), B (moyen) et C (gros).
On suppose que si une poule pond un ceuf d’un certain calibre, I'’ceuf qu’elle pondra ensuite sera du méme calibre, avec
une probabilité %, et d’un des deux autres calibres avec une probabilité %.

Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par a,, b, et ¢, les probabilités respectives pour que le n-ieme oeuf
pondu par une poule soit de calibre A, B ou C.

Pour tout entier naturel n non nul, posons

1. Soit n € N*. Calculer @, 41, bpt1 €t ¢,41 en fonction de a,, b, et c,.
2. A Tlaide de la question précédente, trouver une matrice U telle que X,,41 = UX,, pour tout n € N*.

3. Montrer que U est une combinaison linéaire des matrices J (matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1) et
I3. Calculer J* pour tout k € N (on pourra distinguer le cas k = 0) et en déduire I’expression de U™ pour tout
n e N.

4. On suppose que le premier ceuf pondu par une poule est de calibre C. Déduire des questions précédentes ’ex-
pression des termes généraux des suites a, b et ¢, ainsi que les limites de ces suites.
Corrigé 366. Notons A, (resp. B, et C},) I'événement « 'oeuf pondu au n-ieme jour est de calibre A (resp. B et C) ».

L. apy1 = ]P(AnJrl) = P(AR)PATL (An+1) +P(B,)Pg, (An+1) + P(Cn)PCn (AnJrl) = %an + %bn + %Cn-
De méme, b,41 = 0, + %bn + icn et cpy1 = %an + ibn + %cn.
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3. OnalU = Z(I—i—J). On peut montrer par récurrence que J* = 3*=1.J pour k € N*, et J* = I5. Il s’ensuit que U" =

i w1 o (1 k_i & (1 k—1 _i 1 S k _i 4" -1
4n(I+J)4n2<k)J4n<I+;1<k>3 >J4H<I+3<2<k)3 L =ml+ 5757

k=0 k=0
an = g=ao+ L5t(ao +bo + co)
4. On a (X,,) géométrique de raison U, d'ou X,, = U" Xy, i.e. b, = 4%50 + %(ao + by + ¢o) . Les limites
th = =00+ %(ao +bo + co)

1
de a, b et ¢ valent §(a0 + by + o) = = (notons que ce choix ne dépend pas de 'ceuf initial!l).

Exercice 367. On dispose de deux dés A et B dont les faces sont soit rouges, soit blanches. Le dé A a quatre faces
rouges, le dé B quatre faces blanches. On lance un dé équilibré a 6 faces. Si le résultat est 1 ou 6, on ne joue ensuite
qu’avec le dé A, sinon on ne joue qu’avec le dé B. On lance ensuite le dé sélectionné un certain nombre de fois.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir « rouge » au premier jeu? (le lancer de dé pour savoir avec quel dé jouer ne
compte pas comme un jeu).

2. On a obtenu « rouge » aux deux premiers jeux. Quelle est la probabilité d’avoir rouge au troisiéme jeu?
3. On a obtenu « rouge » aux n premiers jeux. Calculer la probabilité d’avoir utilisé le dé A.

Corrigé 367. On note R; =« on a obtenu rouge au i-ieme lancer », N; =« on a obtenu noir au i-ieme lancer », A =« on
a utilisé le dé A » et B =« on a utilisé le dé B ».

1 2 2 1 4
1. P =P(A)P P(B)P =—-X-4+-X=-==
(B1) = P(A)Pa(R1) + P(B)Pp (1) 3X31T3%X37%

1 2 2 2 2 2

2. ]I‘D(A N Rl M R2 N Rg) = P(A)]P)A(RI)PAle(RQ)PAlemRQ(R?)) = g X g X g X g = 37 (on a PAle(RQ) = g,

2
etc.). De méme, P(B n Ry n R n R3) = 31 Finalement,

23 42

P(RlﬁRgﬁRg):P(AﬂRlﬁRgﬂRg)—FP(BﬁRlﬁRQﬁRg)Z 34

et ainsi, en utilisant Ry 1L R,

. (R)_P(Rngng)_23312_23+2_22+1
o T PR A Ry & 2b T B

3. En reprenant les calculs de la question précédente, on obtient

~ 2" 42 ~ 2"
k=1 k=1

T2
babilité tend vers 1 : si on obtient beaucoup de rouges, il y a d’autant plus de chance que 'on ait choisit le dé

AL

d’oti, par quotient, Pr, Aryn--~R, (A) (résultat cohérent, puisque lorsque n tend vers 400, cette pro-

Exercice 368. Soit (n,r) € (N*)2, k € [1,n]. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire les boules au
hasard, successivement, et avec remise. Le but de I’exercice est de calculer la probabilité que, sur r tirages, le plus
grand des numéros obtenus soit k. Pour i € [[1,7], on considére les événements :

o Aj; =« le numéro obtenu au i-ieme tirage est inférieur ou égal a k » ;

e B =« sur r tirages, le plus grand numéro obtenu est inférieur ou égal a k » ;
e (), =« sur r tirages, le plus grand numéro est égal a k ».

1. Calculer P(Ay 1).

2. Calculer P(By,).

3. En remarquant que Cj, = By n By_1, en déduire P(Cy).

Corrigé 368. Ona Q=[1,n]".
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Exn™™t K
L P(Agy) = —1— =~
n r
k?"
2. P(By) = e (toutes les boules doivent étre choisies dans [1, k]).
K — (k- 1)
3. P(Cy) = P(By) — P(By_1) = #
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