Intégration

1. Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de = € Ry
2. Montrer que f est dérivable et exprimer f’.

3. En étudiant les variations sur R de la fonction
QT — 2ze” o — 1,

dresser le tableau des variations de f. On placera en particulier le point d’abscisse 1 dans ce tableau.

4. Déterminer la limite de f en +oo0.

Corrigé 436. 1. Soit z € Ry. Si o > 1, alors 22 > x et puisque et >0 pour tout ¢ € [:c; xQ], par positivité de

l'intégrale, on obtient que f(z) = 0.
T

Size[0; 1], alors 22 < . Ainsi f(z) = —f e~* dt < 0, par positivité de I'intégrale.
3:'2

2. La fonction t —> et est continue sur R, donc y admet des primitives. Notons g 'une d’elles. Alors pour z € R,

f(x) = g(2®) — g(x). Construite comme composée et somme de fonctions dérivables, f est donc dérivable sur R
xT

avec pour = € Ry, f'(z) = 2z¢'(22) — ¢'(z) = Qpe—tt _ o

3. la fonction ¢ est dérivable sur R avec, pour z € R,

o' (z) = (2+2z(2z — 4303))e”’2—-7”4 = (24422 — 8x4)e”’2_14.

Le polynéme 2 4 4X — 8X?2 a pour racines # et 1%4‘/5. Donc, pour x € Ry,
1 5 1 5 1 5
cp’(m)éO(:xZZ%f(:)xZ%F et @’(m):(}(:xz%f

Notons a = 7@;-\/5 pour la suite. On a obtenu que ¢ est strictement croissante sur [0; ] et strictement
décroissante sur [a; +o0[. De plus, p(0) = —1 < 0, (1) =1 > 0 et on sait que a < 1. De plus, pour « € Ry,

24 . , . _
o(z) = 2xe™ e —¥ _ 1 avec, par croissances comparées, lim ze™* = 0et x+ 2?2 —2* ~ —2* donc
T—>+00 r—+00
. . 27 4 . . . .
lim, 4 o0 (z + 22 — 2*) = —00 done lim,_, o, €27 ~% = 0. Ainsi par produit et somme lim ¢(z) = —1.
r——+00

Finalement, ¢ est continue et strictement monotone sur chacun des intervalles [0; «] et [a; 4-00[, donc réalise une
bijection de [0; a] sur [—1; ¢(e)], ainsi qu’une bijection de [a; +00[ sur |—1; ¢(«)]. Puisque ¢(a) > ¢(1) > 0,
alors I’équation ¢(x) = 0 admet deux solutions 3 et v, avec f <1 <~vyet,pourz e Ry, p(x) 20« < <.
Par ailleurs, pour z € Ry, f/(z) = e“”2go(:r), ainsi f est décroissante sur [0; (] et sur [y; +0oo[ et croissante sur

185 ).

4. t — e~ —t?

2 L . gt
" est décroissante sur Ry. Soit = € [1; +oo[. Pour ¢ € [J:; xz}, on a donc 0 <e ™ <e ™ donc, par

croissance de l'intégrale,
4

0< f(z) < (x2 —x)e T .

N . 7 . — 4 7 \ .
D’apres la croissance comparée, hr_{l (x? —x)e™™ =0, donc le théoréme des gendarmes assure que hIE f(z) =
z—~+00 T—>+00

Exercice 439. Soit f une fonction continue de R dans R. Notons g la fonction définie sur R par

o(z) = f: F(t) sin(z — ¢) dt.

INTEGRATION PAGE 1 SUR 4 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE



1. Montrer que la fonction g est dérivable sur R et calculer ¢’. On pourra utiliser la formule d’addition du sinus.

2. Montrer que g est deux fois dérivable sur R, puis vérifier que
9" +g9=1.

3. En déduire 'ensemble des fonctions numériques solutions sur R de I’équation différentielle
y' +y=1f

Corrigé 439. 1. Soit z € Ret t € R. Alors sin(z —t) = sin(x) cos(t) — cos(z) sin(¢). Ainsi, par linéarité de l'intégrale,
on obtient :

g(x) = sin(x) Lw f(t) cos(t) dt — cos(x) J: f(t) sin(t) dt.

D’aprés le théoréme fondamental du calcul différentiel, les fonctions  +— §; f(t) cos(t) dt et z — § f () sin(t) sin(t) dt
sont dérivables sur R donc, par produit, g est dérivable sur R avec pour tout réel z :

g (x) = cos(x) Lw f(t)sin(t) dt + sin(x) f (x) cos(x) + sin(z) J: f(t)sin(t) dt — cos(x) f(x) sin(x)
= cos(x) L f(t) cos(t) dt + sin(x) L f(t) sin(¢) dt.

2. Construite comme somme et produit de fonctions dérivables sur R, ¢’ est elle-méme dérivable sur R, ce qui
montre que g est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x :

g"(x) = —sin(z) J: f(t)cos(t) dt + f(x) cos®(x) + cos(z) J: f(t)sin(t) dt + f(x)sin®(x)

= —sin(z) Jx f(t) cos(t) dt + cos(x) fﬂc f(®)sin(t) dt + f(x)
0 0
—9(x) + f(z)

ce qui montre que g est solution de ’équation différentielle y” +y = f.

3. L’équation homogene associée y” + y = 0 a pour solutions les fonctions z — A cos(x) + Bsin(z) ou A et B sont
deux constantes réelles. Puisque g est une solution de 1’équation, alors I’ensemble des solutions de 1’équation
y”" +y = f est donc

R — R ,
{ x +— g(z)+ Acos(z)+ Bsin(x) ‘ (A,B)eR } .
Exercice 440. Pour tout entier naturel n non nul, on pose
' 2 Logn
In=| t"In(1+¢*)dtet J, = [ ——dt.
L n(l+t=)dt et J L s

1. Calculer J;.

2. Montrer que pour tout n € N,

0<J, < ! ,
n+1
et en déduire la limite de la suite (J,,).
3. Prouver que pour tout n € N,
I In2 2 J
"Thn+l n417"

4. En déduire que la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.
5. Donner un équivalent de (I,).
1oy 1

Corrigé 440. 1. Jy = J ——dt = B In[1 +t2|} =

In2
o 1+1¢2 0 '
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1
2. Soit n € N. Pour tout t € [0; 1], 1+t > 1> 0 donc 0 < 5 < 1et 0 <t™ donc, par produit d’inégalités de

nombres positifs,
tn

0< <
1+41¢2

Par croissance de l'intégration sur un segment, on en déduit

ny tn+1 1
f Odtéj —zdtgf t"dt:[ } ,
0;1] ;1 1+1 0;1] n+1],

n

donc 1
0<J, < .
n+1
Or % —> 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, J,, — 0.
nT n—o+4o0 n—+0
n+1
3. Soit n € N. Les fonctions t — et t — In(1+#2) sont de classe € sur [0; 1]. Par intégration par parties,
on en déduit
1 n+1 1 1 in+2
t 2 t In2 2
L= t"In(1+*)dt = In(1+¢%)| — f = - o
JO a(l+1%) [n—!—ln( + )L n+1Jy 1+1¢2 n+1 n+1°""?

4. J,1o — 0 car c’est une sous-suite de (J,). Donc I,, — 0.
n—-+4o0 n— 400

_ 2 2 In2 4 _ In2 In2
5. Jn 2,0 0, donc +1Jn+2 = O(n+l) ou encore Jy o557 = O(TH). Par conséquent, I, = ;%5 +0<T_1), donc

n—
I, ~ 1“—2 Finalement,

Exercice 443. Etudier la limite éventuelle des suites de terme général :

n—1 n—1
k k?
= = 3

%:Z¢ﬁ?mz %:Zw+w T A s 8k

R
xn:nszen ZW anﬁ,gok sm<n>
Corrigé 443. e Soit n € N*.

1

%:§¢ﬁmm n§¢%i§ ()

N . N 1 . . . N 1
ou f:x ESTE La fonction f est continue sur [0; 1] donc u, et So f. Or

Jf 1+2m} =V3-1.

Finalement (u,) converge vers /3 — 1.

e Soit n e N*.
n—1 n—1
n+k n 14+%
U’L:Zn2+k2zzn21+ = Zf(>
k=0 k= ™ =0
ou f:xr 5 +w2 La fonction f est continue sur [0; 1], donc

1 1 1
. 1 1 2z 1 9 T 1
nl_lgrlocU"_L f_L (1—1—:162 +21+x2) dr = [Arctan(x)+21nl+x |L_4+2ln2'
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e Soit n € N*.

n—1 n—1 k2 n—1
8k? n? 8% 1 <k)
Wp = § = o113 — § — s = — E f — |
k=0 n3 + 8k3 k=0 ’I’L3 1 + 877’,633 n k=0 n

La fonction f est continue sur [0; 1], donc

1 1 2
1 24 1 1
li n — = —————dz = |[=1n]|l 3 = —
oo Jof L31+8x3 v [3 nfl+ 8 @ 3

N . 82
ou f:x— s

Corrigé 444. Soit ne N*. On a w, > 0 et

n(w,) = In (i) + %111((271)(271 1) (n+1)
= In (i) +% i In(n + k)
k=1
(2] (1))
= In (i) —i—i;lln(n) + ikzzzlln (1 n k’)
lf (}) +;n n) + ibkilln (1 + fl)
-2 (G)

ou f:x+—In(1+z). Or f est continue sur [0; 1], donc In(uy,) e Sé f. Or

Llfzf:ldn(l—i-m)dx

et les fonctions  —— 1 +z et x — In(1 + z) sont de classe ¢ sur [0; 1], donc par intégration par parties,

Llf:JOll-ln(ler)dx: {(1+x)ln(1+x)];_f

0

1
ldr =2In2 —1.

Finalement, In(w,,) - 21n(2) — 1, donc
n—-+ao

lim eln(un) _ e2 In(2)-1 _ %
n—-+0oo e

lim u, =
n—-+40o0

Exercice 445. Déterminer des équivalents des suites :

n—1
=3 Vi
k=0

n—1 k
Up = kgo m

Corrigé 445. e Soit n € N*.

n—1

123

n—1 n—1
w= SV S v [E g
k=0 k=0

ou f:x+— 4/x. Or f est continue sur [0; 1], donc
1
"ot JO /

1k
270

Llf:Llﬁdx: [gxg};: %

2 o 2
2 et ainsi u, ~ $n4/n.

De plus,

Un 5

Par conséquent
q I TL\/?L n—+0
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