Développements limités

H(g:):f di.

Int

Exercice 442. Soit H la fonction définie par

1. Prouver que la fonction H est définie sur I =]0, 1[u]1; +o0[.
2. Pour tout = € I, déterminer le signe de H(x).
3. Etudier les limites de H en 0 et en 4-00.
4. Montrer que pour tout z > 1,
Hz) _(© dt _ H(z)
< <
x? L t1n(t) x

5. Calculer pour tout = > 1,

f: t lIcllzt) '

En déduire que H admet une limite en 11 et la déterminer.
Adapter le raisonnement précédent pour prouver que H admet une limite en 1~ et la déterminer.

En déduire que H est prolongeable par continuité sur R;. On note encore H ce prolongement.

© © N>

En utilisant le théoréme de la limite de la dérivée, montrer que H est de classe € sur R.
10. Dresser le tableau des variations de la fonction H.
Corrigé 442. 1. La fonction H est définie sur I = {x eR ‘t — ﬁ € ¢°([min(z, #?) ; max(z, 2?)]) }
Or t —> - est définie et continue sur D = {¢t e R|t > 0 et In(t) # 0} =]0; 1[ U ]1; +ool.
e Donc I < ]0; 1[U]l; +oof car si z € I, alors t —> - doit étre définie en z.
e Réciproquement, soit z €]0; 1[ U ]1; o0l
Supposons dans un premier temps que x € ]0; 1[. Alors 22 €]0; 1] et
[min(m,mQ); max(x,xz)} = [mQ; z] <]0;1[< D.
Donc z € I.
Supposons & présent que x ¢ ]0; 1[. Alors x € ]1; 4+oo[. Donc 22 € ]1; +0] et
[min(z,xZ) ; max(x,xQ)} = [=; 1:2] c]1; 4o < D.
Donc x € I.
Ainsi on a montré que pour tout z €]0; 1[u]l; +o[, z € I. Donc |0; 1[u |1; oo < I.

Finalement, de la double inclusion on déduit I’égalité des ensembles :
10;1[u]l; +oo[=1.

2. Soit x € I.
e Supposons z € |0; 1[. Alors

[min(a:Z,x); max(xQ,a:)} = [1‘2; x] c]0; 1,

2 1

et t— ﬁ est négative sur ]0; 1], donc pour tout ¢ € [x ; x], i < 0. Par croissance de I'intégrale sur un

segment, on en déduit que
J dt
— <0
[x2; z] Int

2
<4t dt
Haz)=| S =- <
(z) Llnt LQ;w]mt

Donc H(z) = 0.
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e Supposons maintenant que x ¢ |0; 1[. Alors x € ]1; +00[. Donc
[min(z, 2°) ; max(z, 2%)] = [z; 2] = ]1; +oo[ .

Or t — L est positive sur ]1; 4+o0[ donc pour tout ¢ € [:v; IQ], ﬁ > 0. Par croissance de l'intégrale sur

Int
[,
[@; x2] Int

un segment, on en déduit
w dt
H(x) = - = -
(ZU) L Int LI§I2] Int
Donc H(z) = 0.

Finalement, on a montré que H(z) = 0 pour tout x € I.

Or

3. e Soit z€]0; 1. 2% < x et pour tout t € [x2;3c],
In(z?) <Int < lnx < 0.

Or la fonction inverse est décroissante sur R* donc pour tout ¢ € [xZ ; x],

1 1 1 1

— =
2Inz  In(2?) ~ Int

Par croissance de l'intégrale sur un segment, on en déduit

f 1 J dt J dt
dt > — = —
£2;$]21H$ [x2;a;] Int [xQ;x] Inx

donc ( 2) ( 2)
T—x Tr—x
- 7 2 . > —=
2Inz H(z) Inx
donc ) )
¢ —x T4 —x
<H <
2Inz (z) Inx

2 2 . 7 \
Or 1= — 0 et §—* — 0, donc on obtient avec le théoreme d’encadrement H(z) — 0.
DT 20 DT 20 z—0

o Soit z €]1; +oo[. Alors z < z? et pour tout ¢ € [z; 2?],
0 < In(z) < In(t) < In(z?).
Or la fonction inverse est décroissante sur R, donc pour tout t € [z ; #?],

1 1 1 1
=
Inz = Int ~ In(z2) 2lnz

Par croissance de I'intégrale sur un segment, on en déduit

J 1 J‘ dt J dt
—dt > — = )
[@; x2] Inx [z ;22 Int [w;wa]anx

i.e. )
Tt —
( ) 5 2Inzx.
Inz > H(z) = (22 — x)
\ ye N . 7’ 27
Orz?—z ~ 2%etln(z) = o(xQ) d’apres le théoréme des croissances comparées. Donc 57— — +00.
T—>+00 xr—+400 nT x40

Le théoréme de minoration assure alors que H(z) 7 T

r—

0]
4. Soit x > 1. Pour tout t € [x; xz], 0z <<t < 22, donc % > % > I%, et d’autre part ﬁ > 0, donc

1 1 1
> > :
zln(t) = tln(t) ~ z2In(t)
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Par croissance de l'intégrale sur un segment, on obtient alors :

J dt >J dt >J dt
[x;zz]l'lnt/ [z;xz]th’lt/ [z ;22 lent'

Or,
f a1 f dt  H(x) J a1 f dt  H(x)
= — —_— = et = — — = .
;02 TNt @ Jip .2 Int x w522 T2 0t 22 Jip 0 Int x?
donc ,
H(x) <J dt < H(x)
x? L tint x
5. Soit z > 1.

2 2

Jm tld% = [ln(|lnt|)K

’ = In(lnz?) —In(Inz) en utilisant In(2?) > 0 et In(z) > 0 car z > 1
In(2lnz) — In(ln )
= In2

6. Soit x € ]1; +00[. Avec les questions 4. et 5., on a montré que

H(f) <2< 1@
X xXr

et puisque = = 0 et 22 > 0, on en déduit que H(z) < 2%1n(2) et que zIn(2) < H(z), donc
rIn(2) < H(z) < 2% 1n(2).

Or zIn(2) — In(2) et 22In(2) — In(2), donc avec le théoréme d’encadrement, H(z) — In(2).
z—1t r—1+ r—1+

7. Soit 2 €]0; 1[. Pour tout ¢ € [332; l’], 0 <22 <t<uz, donc ;12 > % > % D’autre part, ﬁ < 0, donc

1 1 1
< < .
2?ln(t) ~ tlnt ~ xzlnt

Par croissance de l'intégrale sur un segment, on obtient

f dt <J dt <J dt
[x2; z] w2lnt = [Iz;m]tlnt = [Iz;x]xln(t)’

donc H(x) H(x)
2 < [1n([1nt|)L2 <—
p H() 1)
—H(x —H(x
—2 < Iln(—1In(z)) — In(—-21n(x)) < -
et ensuite
H@) ) < 2@
T x
Ainsi,
H(f) > 2> 20
x x

Orz > 0etz?>0,donc H(z) = 2%1n(2) et H(z) < zIn(2). Ainsi, 22In(2) < H(x) < zIn(2) pour tout z € ]0; 1].
Le théoréme d’encadrement fournit alors H(z) — In(2).
rz—1—

8. On a H(z) — 0 et H(z) — In(2), donc on peut prolonger H par continuité en 0 et en 1 en posant H(0) =0

x—0 x—1

et H(1) = In(2).
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9.t +— ﬁ est continue sur ]0; 1[ U |1; +oo[. Elle admet donc des primitives sur ce domaine. Notons g 1'une
d’entre elles.
Alors g € D*(]0; 1[U]1; +©[) et ¢ : t —> ﬁ g’ est continue sur |0; 1[u]1; 400, donc g € €1(]0; 1[U]1; +o0).
Au voisinage de tout point de ]0; 1[ U |1; +oo|, H(z) = g(2?) — g(z), donc H s’exprime & I'aide de somme et
composées de fonctions de classe €. Ainsi H € €(]0; 1[ U ]1; +00]).

Soit z € 1.
2x 1 x—1

- In(22)  In(x) - In(z)
On a H € €°(0; 1[) n D'(J0; 1[) et pour tout z € ]0; 1[, H'(z) = £, donc H'(x) - 0. Le théoréme de la
%g[(o) — 0 et donc H est dérivable en 0, H'(0) = 0 et H' est continue

z—0

H'(z) = 2zg'(2*) — ¢ (2)

limite de la dérivée assure alors que

en 0.
De méme, H € €°(]0; +o0[) A D*(J0; 1[U]1; 4+00]) et pour tout z € I, H'(z) = &=L Or e=nl) /(1) =1

Inzx z—1 1
car In est dérivable en 1. Donc H' (z) - 1. Le théoréme de la limite de la dérivée assure alors que w - 1.
xT— z—>

Donc H est dérivable en 1, H'(1) = 1 et H' est continue en 1.
Finalement, H € ¢1(R..).

10. Pour tout z € I, H'(z) = Cfn—_xl On en déduit immédiatement que la fonction H est croissante sur R :

H'(z) 0 + 1 +

Exercice 449. Déterminer, s’il existe, le développement limité en 0 a I’ordre indiqué des fonctions définies au voisinage
de 0 par les expressions suivantes :

(a) cos(2z) (ordre 3) (b) sin(z) —z+27  (ordre 3)
(¢) z—In(1+x) (ordre 3) (d) (e%)? (ordre 4)
(e) sin(x + 2?) (ordre 3) (f) V1+x+a? (ordre 3)
(g) sin?(z) (ordre 5) (h)  e*(1+z+a?) (ordre 2)
In(1

(i) % (ordre 3) (j)  In(cosz +sinz)  (ordre 3)
(k)  exp(1l+2x) (ordre 4) 4] fo—i:: (ordre 4)

e* sin(2z)
(m) e (ordre 3) (n) P (ordre 3)
(o) V14 a2 (ordre 2) (p) exp(SH;I) (ordre 4)
(@) tan(z) (ordre 6) (r)  tan( T z 5) (ordre 4)

—z

1 x—4
(s) TT cos(@) (ordre 2) (t) o (ordre 2)
(u)  Arctan(z) (ordre 4) (v)  Arcsin(z) (ordre 4)

x cos(x)
(w) e (ordre 3) (x) Wi (ordre 4)

T : t
(y) Arccos(vI—22) (ordre 5) (2) f slnift) dt (ordre 5)

0
Corrigé 449. (a) Puisque 2z — 0 et en utilisant le DL3(0) de cos, on obtient cos(2x) = 1—22%+o(z?).
3
(b) On a directement & partir du DL3(0) de sin I’égalité sin(z) — z + z” = —% +o(z?).
2 3
(c) On a directement & partir du DL3(0) de 2 — In(1 + ) 'égalité x — In(1 + z) =, % - % +o(z%).
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) . . 9 472 8z°  22* 4
(d) Puisque 2z S 0 et en utilisant le DL3(0) de exp, on obtient e** = 1422+ T8 + 5 + = +o(z?).

2)3
(e) Comme alfl_r)r%)x +22=0,0na: sin(z+z?) = (z +2?%) — % + o(z?)

x—|—x2—%(x3—|—~~)—|—o(x3)

1
2 3 3
o T+ —éx —l—o(m)
1 1 1
(f) De méme, on a: 1+ x + 2 = 1+§(w+$2)—§($+$2)2+E((E+1‘2)3+0((E3)
xr—
1 Lo 1, 15 14 3
1 3 9 3 3 3
o 1+§x—|—§x —1—630 +o(m)
0 i i — a? a? 5y _ o2 @ 5
(g) nasm(m)xsm(m)zzo e A GaET] +o($)I:0x —;—i—o(m ).

1 1 2 4
Autre méthode. sin®(z) = 5(1 —cos(2x)) = 5 (1 - (1 — 222 + 31:4)) +o(z") o z? — % +o(z°).

22
(h) e*(1+x+ 2?) = <1+x+)(1+x+x2)+0(x2)

z— 2

5
:0 1+ 2x + §x2 + o(xz)

. 1 a? o’ 2_ 3 3
(i) ln(1+x)><1+x o T T (1—z+a”—2a%) +o(z?)
322 11a? 3
o Tt o)
2 3 2 3
() Onacos(m)—l—sin(x)xiol—l—x—%—%+o(;p3) et alji_r)%ﬂc—%—% =0, d’ou
2 3
In(cos(x) + sin(z)) = In (1+a:x2$6)+0(x3)
2 28 1 22 22\° 1 2 22\’ 3
= (f‘z‘a)‘z(ﬂ”‘zw) +3< _2_6> +ole?)
23
o T x2+%+o(z3)
(k) exp(l+2r) = e-e*
)
_ 2 *T AT 4
= e(1+2x +5 3 +o(z ))
(1) cos(w) x L = 1—x—2+é (1—z+a2%—a2%+2*) +o(a?*)
1+z =—0 2 24
2?2 23 1328 4
o ety oot + o(z?)
1 2?23 9 3 3
(m) ewxl—Z:c o 1+x+?—|—g (1+ 2z 4 422 + 82%) + o(2?)
132% 7923
o 13t ——+— +o(z?)
1 . 1 1 423 ] .
(n) ;XSln(zx)xl—i—w =, x<2x3> (1— 2422 —23) +o(z?)
222 223 3
2 2
(0) V1+a2xe® =, 1+% 1+J;+$2)—|—0(x2)

= l4az+a*+o(2?)
x—0
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sin(x) a2 ! AN 1
(p) On a . _137:0_F+ﬁ+0(x)7d0u

sin(z)\ sin(x) B 2?2 ot 1/ 22 2*\° 4
p(x) - ¢ e"p<x 1)@6(”( 1) 26 i) ) ol

2t 4
e-(1—6+45>+0(x)

(w) Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0, il faut donc considérer les développements limités normalisés :

& = - 2 3 —|—0(:c3)

e —1 =x—0 r x T
e(l+ o+ —+

2 6 24
1
mio 1 X 1’2 £C3 +O(m3)
+ §+€+ﬂ
2
X X
_ _ i 3
= 1 2+12+0(x)
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