Variables aléatoires

Exercice 405. Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0,n], telle qu’il existe un nombre réel
strictement positif a pour lequel :

Vke[0,n], P(X=k) = (k)

1. Calculer a.

2. Calculer 'espérance et la variance de X. On pourra commencer par calculer E(X + 1) et E (X (X +1)).

Corrigé 405. 1. {X =0}, {X =1},..., {X = n} forment un systéme complet d’événements, donc >, P(X =k) = 1.
k=0
Par conséquent,
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Donc a = SnFl_1-

2. D’apres la formule de transfert,

E(X +1) Zn:k+1 k)zai(Z)lkln_k:aQ".
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Donc E(X)=E(X+1-1)=E(X +1) — 1 =a2" — 1. Par ailleurs,

E(X(X +1)) ikw+DMX:m
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car le premier terme de la somme précédente est nul
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) =EX(X+1) - X)=EX(X +1)) - E(X) =an2""' —a2" +1,
puis
V(X) = E(X?)-E(X)?
= @,2" !t —a2" +1— 222" 4 g2ntl 1
= a2"'(n—2-a2""t +4) =a2" Y (n+2 - a2").

Exercice 406. Un joueur préleve n boules successivement et avec remise dans une urne contenant N boules numérotées
de 1 a N. On considere la variable aléatoire X égale au plus grand des numéros des boules tirées.
Pour k € [1, N], déterminer P(X < k). En déduire la loi de X.

Corrigé 406. Card(Q2) = N X +ee X N = N™ et chaque issue est équiprobable.

choix 1re boule choix niéme boule
Soit k € [1, N].

Card({X < k}) = k X x k=k",

choix de la 1re boule entre 1 et k

k" EN"
P(X <k)= == .
x<0=1z- (%)
Notons que cette formule reste valable pour k& = 0 puisque P(X < 0) = 0. Soit & € [1, N]. On a la réunion disjointe
suivante :

donc

(X =klu{X<k-1} ={X <k}
donc

P(X=k)=P(X<k)-P(X<k—-1)=

Finalement, X () = [1, N] et pour tout k € [1, NJ,

Exercice 407. Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0, n].

1. Montrer que

E(X) = i P(X > k).
k=1

2. Un jeu vidéo est constitué de n niveaux successifs. Lorsque le joueur commence un niveau (ce qui suppose qu’il
ait réussi les niveaux précédents), la probabilité qu’il le réussisse est % Le jeu s’arréte des que le joueur échoue
a un niveau. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de niveaux réussis par le joueur.
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(a) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X, et calculer, pour tout k € [1,n], P(X > k).

(b) En déduire que E(X) =2 -3 (2)

n+1

Corrigé 407. 1. Soit k € [0,n]. On a la réunion disjointe {X > k} = {X =k} v {X > k+ 1}, d'on

P(X =k)=P(X > k) —P(X > k+1).

Alors
n
E(X) DI EP(X = k)
kio
DI kPX = k) —P(X > k+1))
kio n
DMKP(X > k) — D kP(X > k+1)
k=0 k=0
n n+1
Z EP(X 2k)— » ({—1)P(X > ¥¢) en posant dans la 2e somme ¢ =k + 1
k=0 =1
n n kP(X > k) =0 pour k=0
MKP(X =k)— D (k—1)P(X >k) car { (k—1)P(X >k)=0pourk=n+1
k=1 k=1 (puisque P(X =n+1) =0)
Dk —(k=1)P(X > k)
k=1
n
YP(X = k)
k=1
2. (a) X(©) = [0,n]. D’apres I’énoncé, en notant A; I’événement « le joueur réussit le niveau ¢ » pour tout

1€ [1,n], on a P(4;) = %, Py, (A2) = %, Pa,na,(As) = %, Pa,ndsnona, o (4i) = % pour tout i € [2,n].
Soit k € [1,n]. P(X = k) =P(A; n--- n Ag). D’aprés la formule des probabilités composées,

k
B(X > k) = Paynooy s (Ar) - Paymortsa(Abot) - Paynaa(As) - Bay (Az) - B(Ay) = () .

2
3

(b) Puisque X est a valeurs dans [0,n],
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