Exercices des vacances

Exercice facultatif. Résoudre |z — 4| = |2z + 1| d’inconnue z € R.

Corrigé. Analyse. Soit = € R une solution de I’équation. Ona 2z —1 -1 < |2z — 1| = |z —4| <z —4, dou = < —2.
Deplus,z —4—1<|z—4|=|2z—1] <2z -1, dot = > —4. Ainsi x € |—4; —2].

Synthése. Soit x € |—4; —2[. On cherche & distinguer des cas suivant les valeurs que peuvent prendre les parties entiéres.
Par exemple, -9 <z -5 < |z —4| <z —4 < —6, dou |z — 4] € {-8,-T7}.
e Résolvons |x — 4| = —8 et [22 — 1| = 8.
Ona|z—4=-8«= 8<r—-4<-8+1<= —4<z<-3 Deplus, |2z —1]=-8«<= -8<2r—-1<

-7 = —% < x < —3. Ainsi les valeurs de [—% ; —3[ sont solutions de ’équation initiale.

e Résolvons |x —4| = —Tet [22 — 1| = —T.
Onalzr—4|=-T< -T<z-4< 6+ -3<2z< -2 Deméme, |20 —1]| =T+ -T<2r-1<
6= -3<2r—-1< —g. Ainsi les valeurs de [—3; —g[ sont solutions de ’équation initiale.

Finalement, I’ensemble des solutions est [—% ; —% [

Exercice 114. 1. Soit f une fonction continue sur R. Notons ¢ la primitive de f nulle en 0, et h la primitive de g
nulle en 0. Montrer que, pour tout x € R,

J (22 — 3t) f(t) dt = 3h(x) — zh/(z).
0
2. En déduire 'ensemble des fonctions f continues sur R vérifiant :

2

VzeR, JL(2x —3t)f(t)dt = 5
0

T T

Corrigé 114. 1. Posons F : 2 —> 2mf f(t)dt— 3j tf(t)dt. Puisque t — tf(t) et f sont continues, le théoréme

0 0
fondamental de I'analyse assure que F' est dérivable et, pour tout z € R,

F(z) =2 f " J(0) dt 4 20f(x) — 3uf(x) = 2g(x) — 2g'(x).

Ainsi, en intégrant entre 0 et x € R, on obtient,
F(x) = 2h(xz) — 2h(0) — [:Eg(x)]g + J g(t)dt = 2h(z) — zh'(x) + h(x) = 3h(z) — zh'(z).
0
2. e Analyse. Soit f une solution. On reprend les notations de la question précédente, et on s’intéresse a

22

(B): —ah/+3h="

Les solutions homogenes de (E) sont définies par h(z) = Cz3, ot C € R.
Posons h : z — C(x)z?, on C € F(R,R) est dérivable.

2 p—
h vérifie (E) < Yz e R, —C'(z)z* = % < VzeR, C'(z) = 2712
x

2
donc une solution de (F) est définie par y : x — % Ainsi les solutions de (E) sont :

R — R
2 :CeR
z — Cz3+ r
2
Ainsiil existe C e Rtel que h : v — Cac?’—i—x—;. Donc, pour tout z € R, f(z) = h”(z) = 6Cz+1. Finalement,
il existe D € R tel que f: 2 — Cxz + 1 (avec D = 6C).
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e Synthése. Soit D e Ret f:x+— Dx+ 1. Soit x € R.

x T 2
f (2x — 3t)f(t) dt = f (2Dtz + 22 — 3Dt* — 3t) dt = %
0 0

Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation fonctionnelle est :

{R—>R

v o Dr4l :DER}.

Exercice 201. 1. Soit m € N. Déterminer les entiers naturels k tels que [\/EJ =m.

2. Soit n = 0. Calculer, en fonction de n,
n2+2n
w=">" VA

k=0

Corrigé 201. 1. On a {\/EJ = m si et seulement si m < Vk <m+ 1, i.e. m? <k < (m 4 1)2.

2. On a:
n (m+1)2-1

>3 |vA

m=1 k=m?2
n (m+1)>-1

= ] m

m=1 k=m?2
n

Un

Exercice 203. Soit A une partie non vide et bornée de R. On pose

B= {|:1:fy\ s (z,y) € AQ}.
Montrer que B admet une borne supérieure et prouver que sup(B) = sup(A) — inf(A).

Corrigé 203. Notons m = inf(A) et M = sup(A). Soit (x,y) € A2. Onam <z < M, m < y < M, donc
m—M<z—y<M—m,soit
|z —y| < M —m.

On déduit de cette inégalité que B est non vide (car A # ) et bornée par M — m, donc elle admet une borne
supérieure. Avec 'inégalité précédente, on obtient :

sup(B) < M —m

Soit M7 un majorant de B. Pour tout (x,y) € A%, x —y < |v — y| < My, d’ott z < M; + y ce qui signifie que M; +y
majore A. Ainsi,
VYye A, M < Mi+y de YyeA M—M; <y

ce qui signifie que M — M7 minore A. Ainsi M — M7 < m, puis M —m < M;. Donc M — m est bien le plus petit des
majorants de B, d’ott sup(B) = M —m.
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