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Chapitre

Suites reelles et complexes

S
@ 3

@quue les valeurs successivement attribuées a une méme variable s’approchent indéfi-

niment d’une valeur finie, de maniere d en différer aussi peu qu’on voudra, cette derniére
est appelée limite de toutes les autres.

Augustin Louis Cauchy !

2
@U@lqu ‘un a déposé un couple de lapins dans un certain lieu, clos de toutes parts, pour
savoir combien de couples seraient issus de cette paire en une année, car il est dans leur

nature de générer un autre couple en un seul mois, et qu’ils enfantent dans le second mois
apres leur naissance.

Leonardo Fibonacci 2

1. Augustin Louis CAUCHY - mathématicien frangais (1789-1857)

2. Leonardo FIBONACCI, mathématicien italien (1175-1250); la citation est extraite de Liber Abaci, un traité de
calculs récréatifs, qui est particulierement innovant pour 1’époque car fondé sur le calcul décimal, & une époque ou
I’Occident utilise encore les chiffres romains et calcule sur abaque ; on peut modéliser le probléme énoncé a ’aide de la
célebre suite de Fibonacci, qui est étudiée dans ce chapitre en exercice.



Dans toute la suite, K désignera R ou C.

1. Généralités sur les suites réelles

1.1. Suites réelles : définition et notations

~ Définition 1. .
Une suite réelle est une famille de nombres réels indexée par N, c¢’est-a-dire une application

u: N — R

Pour tout n € N, u(n) est généralement noté u,, et est appelé terme général (ou n-ieme
terme de la suite, ou terme d’indice n, ou terme de rang n) de la suite.

La suite u est notée (up)neN-

On note RN I’ensemble des suites réelles indexées par N.

\. J

Remarque 2. Une suite réelle de terme général u,, peut aussi étre indexée par les nombres entiers
naturels supérieurs & un entier ng. Une telle suite est notée (un)nsn,. L'étude d’'une telle suite est
identique a celle d’une suite indexée par N.

On peut définir une suite réelle (u,)nen de plusieurs manieres différentes :
e de maniéere explicite : chacun des termes de la suite est donné en fonction de n.

e de maniére implicite : tous les termes de la suite sont correctement définis comme vérifiant
une certaine propriété, mais on ne dispose pas de la valeur explicite de chacun de ses termes
(souvent le terme général est défini comme 'unique solution d’une équation donnée).

e par une relation de récurrence : on définit explicitement le (ou les) premier(s) terme(s) de
la suite puis chaque terme de la suite est défini & ’aide du (ou des) précédent(s).

Représentation d’une suite définie par récurrence

fus) — 3
f(us)

;EZ‘;; f(us) |-

f(uz) fug) -

fur)

f(uo) f(uo)
fuz2)
fua)
f(ue)

wo ﬁ1 ﬂz ﬂ3 u4u5 ue g
Exemple 3. 1. La suite (uy,)nen définie par :

VneN, wu,=exp(—n+1)

est définie de maniére explicite.
Avec cette définition, on connait directement la valeur de chaque terme de la suite. Dans notre
exemple, usg = exp(—19).
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2. Pour tout n € N, la fonction f, : R — R réalise une bijection de Rt dans
r — zP+nr—1
[—1; 4+00[ donc pour tout n € N, il existe un unique nombre u,, € R tel que f,(u,) = 0. On
définit ainsi une suite (up)nen €t, a priori, il n’est pas possible d’obtenir, pour tout n € N, une
expression directe de u, en fonction de n.

3. Par exemple, on peut définir par récurrence deux suites (uy)neN €t (U )nen par :

ug =1 et VYneN, upy1 = 2u, + ui,

=0, vy =1 et Vn e N, vy12 = exp(Vnt1 — Un).

La encore, on ne peut pas, a priori, déterminer pour tout n € N une expression directe de u,, et
vy, en fonction de n. On peut par contre calculer les termes de ces suites de proche en proche.
Ainsi,

up =3 u=15 u3=255... wp=e wvy=e"l...

On dit que (un)nen est une suite récurrente d’ordre 1 et (vy,)nen une suite récurrente d’ordre 2.

Pour définir une suite par une relation de récurrence, il y a tout de méme des précautions a prendre :
il se peut que la donnée d’un premier terme et d’une relation de récurrence ne définissent pas correc-
tement une suite.

1 U
Par exemple, en posant vy = 1 et Yne N, up41 = 17”, on ne définit pas correctement la suite
—u,

(Un)neN : on aurait u; = %, Uy = %, us = 1 et uy n’est pas défini!

1.2. Opérations sur les suites

On peut définir sur RN trois opérations :

~—Définition 4. N
Soit u, v deux suites réelles et A € R.
e La somme de u et v est la suite notée (u + v) et définie par :
Vn e N, (w+v)p = up + vy
e La multiplication interne de u et v est la suite notée (u x v) et définie par :
Vn e N, (U X V) = Up X Uy
e La multiplication externe de u par A est la suite notée A - u et définie par :

VneN, A u)p =X up.

1.3. Suites réelles et relation d’ordre
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~— Définition 5. .

On dit qu’une suite réelle (uy,)nen est :
e croissante (resp. décroissante) si, pour tout n € N, u,, < tp41 (resp. Uy = Upt1);
e strictement croissante (resp. strictement décroissante) si, pour tout n € N,
Up < Upt1 (TESP. Up > Upt1);
e (strictement) monotone si elle est (strictement croissante ou (strictement) décrois-
sante;

e constante si, pour tout n € N, u,11 = u, (ce qui équivaut a u, = ug).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
.
Remarque technique 6.

Pour étudier la monotonie d’une suite (un)nen, la principale méthode consiste & étudier le signe de la
différence ;41 — uy, :
® SiUpt1 — Uy = 0 (respectivement wuy,1 —uy, > 0) pour tout n € N, alors la suite u est croissante
(respectivement strictement croissante) ;

o si uy41 —u, =0 pour tout n € N, alors u est constante;
o si Uupr1 — u, < 0 (respectivement wu,y; — u, < 0) pour tout n € N, alors u est décroissante
(respectivement strictement décroissante).
Notons tout de méme que lorsque le terme général u,, s’écrit sous forme d’un produit ou d’un quotient
de termes strictement positifs, on peut, au lieu d’étudier le signe de différence, étudier la position du
quotient ““*L par rapport a 1 :

Un

e si upi1/u, = 1 (respectivement u,41/u, > 1) pour tout n € N, alors la suite u est croissante
(respectivement strictement croissante) ;

e si upt1/uy, =1 pour tout n € N, alors la suite u est constante ;

o si upi1/u, < 1 (respectivement uy,41/u, < 1) pour tout n € N, u est décroissante (respective-
ment strictement décroissante).

Exercice d’application 7. Etudier la monotone de la suite (u,)nen définie par ug = 2 et la relation
de récurrence
Vn € N, Up+1 :un27un+1.

— Soit n € N.
Upt1 = Un = Un” = 2tp + 1 — up = (uy — 1) >0,

donc la suite (un)nen est croissante.

Exercice d’application 8. Etudier la monotone de la suite (u,)nen définie par

|
VYn e N, un:%.

— Soit n € N,
Upyr  (n+4)12" n+4
u,  2"t(n+4+3) 2

donc u,11 = u, car u, est strictement positif.

> 1,

La méthode de la différence marche toujours, il suffit de mettre en facteur :

m+4)! (n+3)! n+3)!/n+4 (n+3)! n+2
Unpt1 — Up = — = ( f1>:7><7
2n+l 2n 2n 2 2n 2

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

= 0.
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Définition 9.

On dit qu’une suite u satisfait la propriété P(n) a partir d’un certain rang s’il existe un
rang ng € N tel que,
Vn = ng, P(n) est vraie.

Exemple 10. La suite u définie pour tout n € N par u,, = (n — 2)? est croissante & partir du rang 2.

— Définition 11. N

Une suite (uy,)nen est dite stationnaire lorsqu’elle est constante au dela d’un certain rang,
c’est-a-dire lorsqu’elle vérifie :

dng € N, Vn = ny, Up41 = Up.

Exemple 12. La suite ([ 1J)n€Nr est une suite stationnaire : elle stationne a 0 a partir du rang 2.

n

— Définition 13. N

Soit (un)nen une suite réelle. On dit que la suite (uy,)nen est :

e majorée si elle vérifie
IMeR, VneN, wu, <M,

e minorée si elle vérifie
dmeR, VneN, u,>=m;

e bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 14. Une suite positive est une suite minorée par 0. Elle est également minorée par n’importe
quel nombre négatif non nul.
Exercice d’application 15. Démontrer qu'une suite bornée a partir d’'un certain rang est bornée.

< Soit u une suite bornée & partir d’un certain rang. Alors il existe (m, M) € R? et ng € N tel que,
pour tout n = ng, m < u, < M. On a en particulier, pour tout n € N,

un>min{u03ula'” 7un—17m} et ungmax{anula"’ ,un—l)M}a
donc u est bornée.
Remarque 16. On a aussi montré qu'une suite majorée (resp. minorée) a partir d’un certain rang
est majorée (resp. minorée).
Remarque 17. Une suite majorée peut trés bien n’étre majorée par aucun de ces termes.

Par exemple la suite (£),en+ est majorée par 1 mais n’est majorée par aucun de ses termes puisque

n

I’ensemble se ses termes {1 — ,l, tnE N*} n’admet pas de plus grand élément.
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,—[Proposition 18.} \

La suite (un)nen est bornée si et seulement si (Ju,|)nen est majorée, i.e.
IM >0, VneN, |u,| < M.

Le cas échéant, on dit que u est bornée par M.

\. J

Démonstration.
Supposons que (u,)nen est bornée. Alors il existe des réels m et M tels que, pour tout n € N,
m < u, < M. Posons K = max(|m|,|M]|). Pour tout n € N,

—-K<—|m|<m<u, <M< |M|<K
donce |u| < K.

Réciproquement, supposons qu’il existe M > 0 tel que, pour tout n € N, |u,| < M. Alors u est
minorée par —M et majorée par M. O

Exercice d’application 19. Démontrer que ’ensemble des suites bornées est stable par somme,
produit (ce qui signifie que la somme, resp. le produit, de deux suites bornées est bornée) et produit
par un réel (ce qui signifie le produit par un réel d’une suite bornée est bornée).

< Soit u, v deux suites bornées resp. par My et M. Soit A € R.

1. Soit n € N. En vertu de l'inégalité triangulaire, on a :
|un +Un| < |un| + |vn| < Ml + M27

donc u + v est bornée par My + Ms.

2. Soit n € N. Par multiplicativité de |-|, on a :
[ty X Up| = |up| X |vn| < My x My,

donc u x v est bornée par M; x Ms.

3. Soit n € N. Par multiplicativité de ||, on a :
A= un| <AL funl,
donc A - u est bornée par |A| - M.

2. Convergence des suites réelles

2.1. Limite finie d’une suite réelle

~— Définition 20. N

On dit que la suite (u,)nen converge vers un réel ¢ si :

Ve >0, IN.eN, Vn > N,, |u, —{| <e.

On dit alors que la suite (u,)nen est une suite convergente et le réel £ est appelé limite
de la suite (uy)nen. On note alors :

lim wu, =/ ou U, —> L.
n—-+0o0 n—-+0o0
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L’assertion de la définition signifie qu’au deld du rang N. (qui dépend & priori de €), tous les termes
de la suites appartiennent a l'intervalle [¢ —e; £ + ¢].

Intuitivement, u converge vers ¢ si u,, est aussi proche que 'on veut de ¢ au dela d’un certain rang.
Graphiquement, toute bande horizontale centrée sur la droite d’équation y = ¢ contient tous les termes
de la suite a partir d’'un certain rang.

Up,
A
l+e
T S S T B S
{—¢€ v
-n
N

Exercice d’application 21. Soit g€ ]—1; 1] et u = (¢")nen. Montrer que u converge vers 0.

— Soit € > 0.
Recherche au brouillon. On cherche N € N tel que, pour tout n = N, |u,| < e, i.e. |q|" < ¢, i.e
In(|g|)n < In(e), i.e. n = % car In(|q|) < 0 puisque |q| < 1.

Suite de la rédaction. On pose
N:{IH(E) J+1~

In(lg])
In(e)

Soit n. > N. On a en particulier n > -, puis In(|g|)n < In(g), d’ou
Finalement, u converge vers 0.

un| < € et ainsi |u,| < e.

Remarque 22. La suite (u,)nen converge vers un réel £ si, et seulement si
Ve >0, AN, e N, V¥n > N., |u, —{| < ce.

oll ¢ est une constante (ne dépendant ni de n, ni de €)

Proposition 23.}

La limite ¢ d’une suite convergente est unique.

Démonstration.

Soit (un)nen une suite réelle convergente. Soit ¢, ¢’ € R tels que lirf u, = £ et liI}rl u, = {'. Nous
n——+0a0 n—-+00

allons montrer que £ = ¢'.

le—2'|
!

Supposons que £ # ¢/ par 'absurde. Posons € = strictement positif.
Puisque la suite (u,)nen converge vers ¢, il existe N, € N tel que
Vn = Ng,  |up, — ¥ <e.

Puisque la suite (u,)nen converge vers ¢, il existe N, € N tel que

Vn =N, |u, —{l|<e.
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Pour tout n € N, on peut écrire d’apres I'inégalité triangulaire
(6= = [(un =€) = (un = O] < Jun = €]+ [un — (|
Pour tout n > max(N,, N!), on obtient

[, — 0| + |up — €] <e+e <2

donc
=1 < 2e.
On a montré que
=1
=1 < |
- el1<
ce qui est absurde. Finalement ¢ = ¢'. O

Définition 24.

On dit qu’une suite est divergente ou qu’elle diverge lorsqu’elle n’est pas convergente.

2.2. Propriétés des suites convergentes

Pour montrer qu’'une suite converge vers une limite ¢ on se raméne souvent & montrer quune autre
suite tend vers 0 grace a la proposition suivante :

Proposition 25.}

La suite (up)nen tend vers £ si et seulement si, la suite (u, — €)nen tend vers 0.

Démonstration.

(tn)nen tend vers £ < Ve > 0,IN. e N,Vn = N, |u, — ¢| < e
Ve >0,3N. eN,Vn = N, |(un — £) — 0] <&

< (up — £)pen tend vers 0

,—(Proposition 26.}

Soit £ € R. Soit (o, u) € (RN)2.
Si « converge vers 0 et
VneN, |u, —{ < ayp,

alors u converge vers 0.

\

Démonstration.
Soit € > 0. Puisque a converge vers 0, il existe N. € N tel que, pour tout n = Ng, |a,| < e. Ainsi,
pour tout n = Ng,

[t — € < vy, <

Uy | <

)

d’ou le résultat. O
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QOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 27. D’apres la proposition précédente, pour démontrer qu’une suite u
converge vers ¢, on peut tenter de majorer |u — ¢| par une suite qui converge vers 0.

QOOOOOOOOOOOVVOOOOOVOOOOOVVOOOOOVOOOOOOV VOOV VOOOOVV OO OOV OO OOV V VOOV OOOOOVV VOOV OOOOOVO VOOV OOOOOOOOOOO0

Pour montrer qu’'une suite de signe non constant tend vers 0, on se raméne souvent a une suite positive
grace a la valeur absolue :

,—[Proposition 28.] <

Soit u une suite réelle.

‘.

Un|)nen converge vers 0.

1. Si u converge vers ¢, alors la suite (Ju,|)nen converge vers

2. La suite u converge vers 0 si, et seulement si, la suite (

Démonstration. 1. Pour tout n € N, on peut écrire d’apres la seconde inégalité triangulaire

““n| =[]

< |up — .
Soit & > 0. Puisque la suite (u,),en converge vers £, il existe N, € N tel que
Vn = Ne,  |u, —{] <e.

Pour tout n = N, on a donc

|un| — [€]] <e.

Donc la suite (Juy,|)nen converge vers |£|.

2. D’apres 1. si (uy, )nen converge vers 0, alors (|uy,|)nen converge vers 0. Supposons maintenant que
la suite (|uy,|)nen converge vers 0. Puisque pour tout n € N, HU"H = |uy|, la définition méme de
la convergence d’une suite vers 0 assure que la suite (u,)nen converge vers 0.

Ll
Attention le résultat précédent n’est juste qu’avec 0. En effet, il existe des suites (u,,) qui ne convergent
pas mais telles que la suite (|u,|) converge.

Par exemple la suite ((—1)")neN diverge mais la suite (|(—1)"|) est la suite constante égale a 1

qui converge vers 1.

neN

Proposition 29.]

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration.
Soit (uy,)nen une suite convergente. On note ¢ sa limite.

Pour tout n € N, on a par la seconde inégalité triangulaire,

[ln| = 1€l] < Jun — 4].

Par définition de la convergence de la suite vers ¢, il existe un rang ng € N tel que
Vn =mng, |u, —¥¢ <1

Pour tout n > ng, on a donc,
[tn| — €] < ||un| - |£|| <1,
donc
lun| < 4]+ 1.

Ainsi la suite (uy,)nen est bornée (cf. Exercice d’Application 15). O
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La réciproque de ce résultat est fausse. Par exemple, on montrera plus loin que ((—1)™),en n’est pas
convergente.

,—[Proposition 30.} N

Soit (un)nen une suite convergente. On note ¢ sa limite. Soit m, M € R tels que m < £ < M.
1. Il existe N,, € N tel que Vn = N,,, u, > m.
2. Il existe Np; € N tel que Vn = Ny, u, < M.
3. Il existe N € N tel que Yn > N, m < u,, < M.

\ J

Démonstration.
On démontre le 1., la démonstration du 2. est similaire et 3. s’obtient immédiatement avec 1. et 2.
1. Puisque la suite (uy,)nen converge vers £, elle vérifie

Ve >0, IN.e N, Vn>N., {—ec<u,<{l+e.

Soit m' € Jm; ¢[. On pose € = ¢ —m’ > 0. On obtient avec ce qui précéde qu’il existe un rang N, tel
que pour tout VYn = N,,, u, = m' > m. O

— Corollaire 31. N

Une suite (uy,)nen convergeant vers une limite /.

1. Si £ > 0, u est minorée par un réel m > 0 a partir d’un certain rang.

2. Si ¢ < 0, u est majorée par un réel M < 0 a partir d’un certain rang.

\ J

Démonstration. 1. On utilise le résultat 1. de la proposition précédente avec m = %.

2. On utilise le résultat 2. de la proposition précédente avec M = g. O

2.3. Opérations sur les limites

,—[Proposition 32.} N

Soit (tn)neN €t (Un)nen deux suites réelles qui convergent vers ¢; et £5 respectivement. Soit
A€eR.

1. La somme u + v converge et l'on a

lim w, + v, = {1 + {s.

n—-+0o0
2. Le produit interne u x v convergent et 'on a

lim UnpUp = glég.
n—-+0o0

3. Le produit externe A - u converge et I'on a

lim A u, =X-¥{;.

n—-+0o0

4. Si de plus ¢ est non nul, alors il existe N € N tel que Yn > N, v, # 0 et la suite

(vin)ngN converge vers i. Dans ce cas, la suite (3*),>n converge vers %.
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Démonstration.
Soit € > 0. Alors, il existe N1 et Na des entiers tels que pour tout n = Ny, on a |u, — ¢1| < € et pour
tout n = Na, on a |v, — £a| < e. Par la Proposition 30, il existe N3 € N tel que pour tout n = N3, on

a M—;l < |vn| < |€2] + 1. Posons Ny = max(Ny, No, N3).

1. Pour tout n = Ny,
‘Un +11n - (gl +£2)‘ < |un _€1| + |un _£2| < 25~

Donc (uy, 4+ vpn)nen converge vers ¢ + 5 (cf. Remarque 22).
2. Pour tout n > Ny,

|untn = £lo] < |op(un — 0|+ 01 (vn = b2)| < [vnl[(un = 1) [+[G] (0 = L2)] < ([€a]+1+[G])e.

Donc (v )nen converge vers £14s (cf. Remarque 22).
3. C’est le point 2 appliqué a la suite constante (v, )nen égale & .

4. Pour tout n = Ny,

1 1 |£2 — ’Un| 9
— T X x 0] < 2 E-
Un £l |€21)n| |£2| ‘TQ £2
Donc (:1),>n converge vers é (Remarque 22). O

2.4. Suites tendant vers l'infini

~— Définition 33. N

Soit u € RN.

1. On dit que u tend vers +oo si elle vérifie

VAeR, AINseN, Vn > Ny, u, = A.
2. On dit que u tend vers —oo si elle vérifie
VAeR, AINs e N, Vn = Ny, u, < A.

Une suite tendant vers +00 ou vers —o0 n’est pas une suite convergente. On dit qu’elle
diverge vers +o0 ou vers —oo ou encore que la suite (u, )nen admet 400 ou —oo pour limite.
Si u tend vers 400, on note :

lim wu, = 4o ou Uy, —> —+00.
n——+00 n——+0o0

On utilise une notation similaire si v tend vers —co.

Ainsi u diverge vers 400 si on peut choisir u,, aussi grand que I'on veut au dela d’un certain rang.
La suite u diverge vers —oo si on peut rendre u,, aussi petit que I'on veut au dela d’un certain rang.
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Suite divergeant vers 4o Suite divergeant vers —oo

Unp, Unp
A s y

Na

Ny

On parle donc de limite d’une suite aussi bien pour une suite convergente que pour une suite divergeant
vers +00 ou —o0. Lorsque la limite d’une suite existe, cette limite est donc un élément ¢ de R.

,—[Proposition 34.} \

1. Une suite (un)nen qui tend vers 400 est minorée par un réel strictement positif au
dela d’un certain rang. En particulier, elle est strictement positive au dela d’un certain
rang.

2. Une suite (up)nen qui tend vers +00 est minorée.

3. Une suite (un)nen qui tend vers —oo est majorée par un réel strictement négatif au
dela d’un certain rang. En particulier, elle est strictement négative au dela d’un certain
rang.

4. Une suite (uy)nen qui tend vers —oo est majorée.

\. J

Démonstration.
On fait la démonstration avec 400, 'autre cas est similaire. Soit (uy, )nen une suite réelle qui tend vers

—+00.
1. On prend A = 1. Alors d’apres la définition, il existe N4 € N tel que pour tout n = Ny, u, > 1.
Donc la suite (uy,)nen est minorée par un réel strictement positif & partir d’un certain rang.

2. Cf. Exercice d’Application 15. O

~— Lemme 35. N

Soit (uy,)nen une suite tendant vers +oo (respectivement vers —oo).

1. Si (vp)nen est minorée (respectivement majorée), alors la suite (u, + vy, )nen tend vers
+00 (respectivement vers —oo).

2. Si (vn)nen est minorée (respectivement majorée) au dela d’un certain rang par
un nombre strictement positif (respectivement strictement négatif), alors la suite
(UnVn)nen tend vers 400 (respectivement vers —oo).

\

Démonstration.
On ne traite que le cas ou u tend vers +0o0.

1. Si v est minorée, alors il existe m € R tel que, pour tout n € N, v,, = m.
Soit A € R. Par définition de la limite, il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, = A —m.
Alors, pour tout n = N, u, + v, = A et on a montré que (u, + vy, )nen diverge vers -+o0.
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2. Si v est minorée a partir d’un certain rang par un réel strictement positif, alors il existe m > 0
et N7 € N tels que pour tout n = Ny, v, = m.
Soit A € R. Par définition de la limite, il existe Ny € N tel que, pour tout n = Na, u, > %.
Puisque m > 0, on en déduit que pour tout n = max(Ny, Na), u,v, = A. O
,—[Proposition 36.} N
Soit (Un)nen €t (vn)nen deux suites réelles admettant respectivement ¢, € R et £3 € R pour
limite.
1. Si la forme ¢; + {5 n’est pas indéterminée, alors 1i1}_1 Uy + Uy, = €1 + Lo,
n——+0o0
2. Si la forme ¢1/¢5 n’est pas indéterminée, alors lirf U Uy, = C14o,
n—-+0ao0
3. Pour tout A e R*, lim Au, = A\,
n—-+0o0
ol le résultat des opérations précédentes est calculé dans R.
Démonstration.

Le cas ou ¢; et f5 appartiennent tous deux a R a été vu plus haut (cf. Proposition 32). On traite
uniquement le cas ou £; = +00.

1.

2.

Supposons ¢35 € R ou ¢5 = +00. Dans les deux cas, la suite (v, )nen est minorée et d’apres le
lemme précédent, la suite (u, + vy )nen tend vers +o0.

e Supposons que f5 € R™ ou £ = +00. Alors dans les deux cas, la suite (v, )nen est minorée
au dela d’un certain rang par un réel strictement positif et le lemme précédent assure que
la suite (tpvn)nen tend vers +oo.

e Supposons que f2 € R™* ou ¢5 = —o0. Alors on consideére la suite (—v,)nen qui tend vers
—{3 € R™ ou —{5 = +o0. En appliquant ce qui préceéde, on obtient que la suite (—t, vy, )nen
tend vers +oo donc la suite (4, vy, )nen tend vers —oo.

3. 1l suffit de considérer que pour tout n € N, Au, = vpu, ou (v,)nen est la suite constante égale

\.

,—(Proposition 37.} \

a A et appliquer le résultat précédent. O

Si une suite réelle (uy,)nen diverge vers 400 (respectivement vers —oo), alors :

1. au dela d’un certain rang N € N, tous les termes u,, sont strictement positifs (respec-
tivement strictement négatifs) ;

1
2. la suite (— converge vers 0.

Uy, )n}N

Démonstration.
On fait la preuve avec +0o0, le cas —o0 est similaire.

D’apres ce qui préceéde, puisque (uy)nen tend vers 400, elle est minorée au dela d’un certain rang par
un réel strictement positif donc il existe un rang N € N tel que pour tout n = N, u, > 0.

Soit € > 0. Puisque (uy,)nen tend vers +oo, il existe n. € N tel que

1
Yn =ne, up = —.
€

On pose N, = max(ng, N). On a alors :

1
Vn>=N.,, 0 < —<¢
Up,
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ce qui implique que la suite (1/u,),>n converge vers 0.

,—[Proposition 38.} \

Soit (uy)nen une suite réelle. Si :

1. (un)nen converge vers 0,

2. il existe un rang N au dela duquel tous les termes u,, sont strictement positifs (res-
pectivement strictement négatifs),

1
alors la suite (— tend vers 40 (respectivement vers —oo).

Uy, ) n=N

Démonstration.
On traite le cas ou les u,, sont strictement positifs au dela d’un certain rang V.

Soit A > 0. Puisque (uy)nen tend vers 0, il existe nq,4 € N tel que

1
Vn = nijA, lun| < —.

A

On pose Ny = max(N,n;/4). On a alors

Vn = N L>A
= A7|un|/

et puisque VYn = N,u, > 0, on a
1
Vn= Ny —=A

n

ce qui prouve bien que la suite (1/uy)n>n tend vers +oo.

Le cas ou les u, sont strictement négatifs au dela d’un certain rang se traite de fagon similaire. [

2.5. Suites extraites

— Définition 39. N

On appelle suite extraite ou sous-suite de la suite numérique (u,)nen toute suite de la
forme (u@(n))neN ou ¢ est une application strictement croissante de N dans N c’est-a-dire
vérifiant :

¥(n,m) e N2, (n<m = p(n) < e(m)).

Remarque 40. Concrétement, pour former une suite extraite de la suite (uy,)nen on ne prend que
certains éléments de la suite (u,)nen en conservant ordre d’apparition de ces termes (ce qui explique
que ¢ soit choisie strictement croissante).

Exemple 41. Soit (u,)nen une suite réelle.

La suite (vy,)nen définie par, pour tout n € N, v,, = ug,, est une sous-suite de (u,)nen. Plutdt que de
changer le nom de suite, on la note souvent (uay,)nen-

Les suites (U2n+1)neN, (Un2)neN €t (Up, )neN, OU p,, désigne le n-iéme nombre premier, sont également
des sous-suites de (up)nen-
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Par contre, la suite (wy,)nen définie par, pour tout k € N, way, = uog41 et wopt1 = ugg (autrement dit
pour les premiers termes on a :

wo = Uy, W;=Uy, Wy =Uu3z, W3=Uy, Wq=0uUs, W5=1Uq...)

n’est pas une sous-suite de (uy)nen car l'ordre d’apparition des termes de (uy,)nen 1n'est pas respecté.

Proposition 42.}

Soit (tn)nen une suite numérique.
Si la suite (up)nen tend vers £ € R alors toute sous-suite de (uy,)nen tend aussi vers £.

Démonstration.
On traite d’abord le cas ol (uy,)nen converge vers £ € R.

Soit (Uy(n))neN une sous-suite de (up)nen. Soit € > 0. Puisque la suite (u,)nen converge vers £, il
existe N. € N tel que
Vn = Ne, |u, — ] <e.

Puisque la fonction ¢ est strictement croissante, on peut montrer que, pour tout n € N, ¢(n) = n, on
a donc Vn = N, ¢(n) = N et donc

Vn = Ne, |upm) — ) <e.

Ceci prouve la convergence de la sous-suite (g (n))nen vers £.

Les cas ot (up)nen tend vers +00 ou —oo se traitent de facon similaire. O

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 43. Pour montrer qu'une suite (uy,)nen n’a pas de limite, on peut trouver
deux sous-suites distinctes de (uy,)nen ne convergeant pas vers la méme limite.

2

Exercice d’application 44. Montrer que la suite (uy)nen = ( neN Ne converge pas.

— On a, pour tout p € N, ugpt1 = 0, donc (ugp+1)pen converge vers 0. De plus, pour tout p € N,
ugp = 47, donc (ugp)pen est minorée par 1. En particulier, (ugp)pen ne converge pas vers 0. Il s’ensuit
que u n’est pas convergente.

Exercice d’application 45. La suite (uy)nen = (cos(%f))nen est-elle convergente ?
< On a, pour tout p € N, uz, = cos(2pm) = 1 et pour tout p € N, ugyp41) = cos(2pm+m) = —1. Donc

les suites extraites (u20p)peN €t (Uz0(p+1))peN Ne convergent pas vers la méme limite. En particulier, u
diverge.

QOOOOOOOOOOOVVOOOOOVOOOOOVOOOOVOOVOOOOVOOV VOOV O VOOV V VOOV OOOOOVV VOOV O VOOV V VOOV O VOOV V VOOV OOOOOOOOOOO0

Proposition 46.}

Soit (uy)nen une suite réelle. Si les deux sous-suites (u2,)neN €t (U2n11)nen tendent vers la
méme limite ¢ € R alors la suite (u,)nen tend vers /.

Démonstration.
Voir TD. O
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2.6. Passage a la limite dans une inéquation

Proposition 47.}

Soit (4 )neN €t (vn)nen deux suites convergentes.

S’il existe un entier N tel que pour tout n = N, u, < v,, alors lim wu, < lim wv,.
n—-+0o0 n—-+00

Démonstration.
Nofjons £ et ¢ lest limites respectives de u et v. Supposons par I'absurde ¢ > ¢'. Posons alors ¢ =
% > (. Par définition de la limite, on a :
IN1eN, Vn= Ny, |u,—¥¢ <e¢
IN,eN, Vn = Noy, |, — 0| <ce

Posons M = max (N, N1, N3). Alors, pour tout n > M,

l—e<u, <v, <l +¢,

puis £ — ¥/ < 2e = %(6 — ¢, ce qui est absurde. Finalement, ¢ < ¢'. O
Remarque 48. On retiendra que les inégalités strictes deviennent larges en passant a la limite. Par
1
exemple, pour tout n € N, —— > 0 et pourtant lim =
P, P n+1 P n—+owon 4 1

~— Corollaire 49. \

Soient u et v deux suites convergentes. Soient m et M deux réels.

1. Si u > m a partir d’'un certain rang, alors lim wu, > m.
n—-+0o0

2. Si u < M a partir d’un certain rang, alors lim wu, < M.

n——+00
Démonstration.
11 suffit d’appliquer la proposition précédente avec u et les suites constantes égales & m et M respec-
tivement. O

3. Suites classiques

3.1. Suites arithmétiques et géométriques

— Définition 50. N

Soit u € KN. La suite u est dite

1. arithmétique si, et seulement si, il existe r € K tel que pour tout n € N, u,41 = up+r.
Le nombre r est appelé la raison de la suite arithmétique.

2. géométrique si, et seulement si, il existe ¢ € K tel que pour tout n € N, u,11 = ¢ X uy,.
Le nombre q est appelé la raison de la suite géométrique.

\. J

Remarque 51. La raison d’une suite arithmétique est définie de manieére unique. La raison d’une
suite géométrique u est définie de maniére unique, sauf si uy = 0.
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,—[Proposition 52 - Variations.}

Soit u € RN,

1. Supposons que u est une suite arithmétique de raison r € R.
e Sir =0, la suite (u,)nen est constante et pour tout n € N, on a u,, = uo.
e Sir > 0, la suite est strictement croissante.
e Sir <0, la suite est strictement décroissante.

2. Supposons que u est une suite géométrique de raison g € R.
e Si g =0, la suite (up)nen est la suite est nulle & partir du rang 1.
e Si g =1, la suite (u,)nen est constante et pour tout n € N, on a u, = ug.

e Si ¢ < 0, alors pour tout n € N, u, et u,41 sont de signes contraires, la suite
(un)nen n'est donc pas monotone.

e Si g > 0, la suite est monotone et de signe constant. Plus précisément :
o Siug>0etqg>1,lasuite (u,)nen est positive et strictement croissante.
o Siug>0etqg<1,lasuite (uy)nen est positive et strictement décroissante.
o Siug <0etg>1,lasuite (u,)nen est négative et strictement décroissante.
(un)

o Siug<0etqg<1,lasuite (u,)nen est négative et strictement croissante.

Démonstration. 1. Immédiat en remarquant que pour tout n € N, w41 — up = 7.

2. Si ¢ > 0, on peut s’intéresser a %, pour tout n € N. Les autres cas sont simples.
n

A Attention A. Ici il faut bien considérer des suites réelles! Nous y reviendrons plus loin, mais
puisque la notion de croissance est liée a la relation d’ordre <, la notion de suite complexe croissante

n’a pas de sens.

,—[Proposition 53 - Terme général.}

Soit u € KN.
1. Si u est une suite arithmétique de raison r € K, alors pour tout (n,p) € N?, u, =
up+ (n—p) xr.
2. Si u est une suite géométrique de raison ¢ € K, alors pour tout (n,p) € N?, u, =
up x q"7P

Démonstration.
Ces résultats s’obtiennent facilement par récurrence, par exemple.
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,—[Proposition 54 - Limites.} \

Soit u € RN,
1. Supposons que u est arithmétique de raison r € R.
e Sir =0, alors la suite (u,) est constante égale & ug et converge donc vers uy.
e Sir >0, alors la suite (u,) tend vers +oo.
e Sir <0, alors la suite (u,) tend vers —oo.
2. Supposons que u est géométrique de raison g € R.
e Si uyg = 0, alors la suite est nulle et tend vers 0.
e On suppose maintenant que ug # 0.
o Si|g| < 1, alors la suite (u,,) tend vers 0.
o Si ¢ =1, alors la suite (u,,) est constante, égale & ug et converge vers ug.

o Si g et ug sont réels et si ¢ > 1, alors la suite (u,,) tend vers +0o0 si ug > 0 et
vers —ao0 si ug < 0.

o Dans tous les autres cas la suite (u,) n’a pas de limite.

On retiendra qu’une suite géométrique de premier terme ug non nul et de raison ¢
converge si, et seulement si, ¢ =1 ou |g| < 1.

Démonstration.
Il faut utiliser le terme général de la suite dans chaque cas. O

A Attention A\. Encore une fois la notion de limite est liée & <. Dire qu’une suite de complexe
diverge vers +o0 par exemple n’a donc pas de sens (ou pourra tout de méme définir la notion de suite
complexe convergente).

,—[Proposition 55 - Somme des termes.} \

Soit u € KN. Soit n € N*.

1. La somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique est donnée par :

(nombre de termes) x (premier terme + dernier terme)
5 .

2. La somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison différente de 1

est donnée par
1— nombre de termes

q

ier t X
(premier terme) -

Si la raison vaut 1, cette somme vaut plutot n x (premier terme).

Démonstration.
n—1

On peut le démontrer par récurrence, ou par changement d’indice avec les sommes de référence Z k
k=0

et Z q~. O

k=0

3.2. Suites arithmético-géométriques
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Définition 56.

On appelle suite arithmético-géométrique toute suite (un)nen € KN telle qu’il existe
(a,b) € K? tel que, pour tout n € N, u, 1 = au, + b.

Exemple 57. Les suites arithmétiques de raison p sont des suites arithmético-géométriques par-
ticulieres (pour @ = 1 et b = p). Les suites géométriques de raison ¢ sont des suites arithmético-
géométriques (pour a = ¢ et b = 0).

Soit (a,b) € K2. Soit u et v deux suites vérifiant, pour tout n € N, u,+1 = au, + b et
Up41 = a0, + b. Alors u — v est une suite géométrique de raison a.

Démonstration.
Pour tout n € N, on a w41 — Vpy1 = aluy, — vy). O

Voici la méthode permettant de déterminer I’expression du terme général u,, lorsque (u,,) est arithmético-
géométrique avec a # 1 et b # 0.

SOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOVOOVOOOVOOVOOVOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOCOVOOOOOOOOOVOVOOVOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 59. On commence par chercher une suite constante r = (ry,)nen vérifiant,
pour tout n € N, r,41 = ar, + b, i.e. r = ar + b. La suite constante égale a r = % convient. Dans
ce cas, le lemme assure que (u, — 7),en est géométrique de raison a, et a donc pour terme général
up — 1 = (up — r)a”™, puis, pour tout n € N, u,, =7+ (ug — r)a™.

On peut en déduire que 'ensemble des suites u vérifiant pour tout n € N, u, 11 = au, +b est 'ensemble

{( b +)\~a"> :/\ER}.
l-a neN

Exercice d’application 60. Déterminer le terme général de la suite u telle que ug = 0 et, pour
tout n € N, up41 =3 — 2u,.

— Soit r € R. On a r = 3 — 2r si et seulement si r = 1. Soit n € N.
Upt+1 — 1 = =2(u, — 1),

donc
Up — 1= (up —1)(=2)" de wu,=1-(-2)"

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00
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3.3. Suites linéaires récurrentes doubles

Définition 61.

On appelle suite linéaire récurrente double toute suite (uy,)nen telle qu’il existe (a,b) €
K? vérifiant :
Vn e N, Upyo = QUpt1 + DUy, (*)

Une telle suite est entiérement déterminée par la relation (x) et la connaissance des deux premiers
termes ug et u.

,—[Proposition 62 - Expression dans le cas complexe.} N

Soit (a,b) € C x C* et (un)nen une suite définie par () et la donnée de (ug,u;) € C2.
Pour déterminer ’expression du terme général u,, d'une telle suite, on commence par consi-
dérer son équation caractéristique

22 =az+b (E)

et le discriminant A de cette équation.

e Si A # 0, alors (E) a deux solutions complexes distinctes z; et z9 et il existe deux
constantes « et 8 complexes telles que :

Vn e N, Up = az1" + Bzo™.

e Si A =0, alors (E) admet une unique solution zj et il existe deux constantes « et 3
complexes telles que :
Vn e N, up = (an + B)z".

Dans chacun des cas, les valeurs de « et 8 sont entierement déterminées par les valeurs de
ug et uy.

Démonstration. e Supposons d’abord que I’équation (E) admette deux solutions z; et zo distinctes.

o Analyse. Supposons qu'il existe («, ) € C? tel que, pour tout n € N, u,, = a2z} + 3z%. Pour
a+p = wug

az+ Bz = w

). Ainsi, (a, 8) est déterminé de maniére unique par ug et ;.

n =0et n =1, on obtient { . Ce systéme admet une unique solution

(W=z2to w—zug
Z1—22 z2—2Z21
o Synthése. Pour tout n € N, posons H,, : « u, = az" + 825 », ou (¢, 8) est déterminé dans

la phase d’analyse.

Par définition de (a, 8), Ho et Hy sont vraies.

Soit n € N tel que H,, et Hy, 1 soient vraies. Par hypothese de récurrence, u, = az{" + 524

et Upr1 = az{”l + Bz?”, donc

Up4+2 = GUp41 + bun
a(az ! + B2t + b(azt + B25)

azl(azy +b) + B25(azy + b)
= a4 Bapt?

car 23 = az; + b et 22 = azo +b. Ainsi H,, o est vraie.
Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout n € N, H,, est vraie.

e Supposons que (E) admette une racine double zg.
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o Analyse. Supposons qu'il existe («,3) € C? tel que, pour tout n € N, u,, = az} + Bnzy.
a = U
azo+ Bzg = w

(a, B) = (uo, “=222). Ainsi le couple (o, B) est unique (s'il existe!).

Pour n =0 et n =1, on obtient . Ce systéme a une unique solution

o Synthése. Pour tout n € N, on pose H, : « u, = azl + fnzl », ou (a, ) est donné dans la
phase d’analyse.
On a Hy et H; vraies par définition de («, 3).
Soit n € N tel que H,, et H,; soient vraies. Par hypothese de récurrence, u,, = azf + fnz{
et upy1 = azgt + B(n+ 1)z Donc

Upt2 = QUpy1 + bun

a(azp 4+ Bl + 1)) + basg + Bnsf)
azi(azy +b) + fnzd(azo +b) + B2y a
azy 2+ B(n +2) 25t

car z3 = azo + 3 et 29 = 5. Ainsi Hy, 1 est vraie.
Finalement le principe de récurrence assure que pour tout n € N, H,, est vraie.

,—[Proposition 63 - Expression dans le cas réel.] \

Soit (a,b) € R x R* et (u,)nen une suite définie par (x) et la donnée de (ug,u1) € R?. Notons
A le discriminant de 1’équation polynomiale (E).

e Si A >0, alors (E) a deux solutions z; et z3 et il existe deux constantes a et 3 réelles
telles que
VneN, u, =axr,™ + Bx2™.

e Si A =0, alors (E) admet une unique solution zg et il existe deux constantes « et 3
réelles telles que
VneN, u, = (an + B)xo".
e Si A <0, alors (E) admet deux solutions complexes conjuguées pei® et pe=%
et 0 € R, et il existe deux constantes « et 3 réelles telles que

N *
oupeRY

Vn e N, u, = p"(acos(nd) + Bsin(nd)).

Dans chacun des cas, les valeurs de a et § sont entierement déterminées par les valeurs de
ug et uy.

\. J

Démonstration.

La démonstration est trés proche de celle qui a permis de passer des solutions d’une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants a valeurs complexes aux solutions a valeurs réelles
lorsque les coefficients de I’équation sont réels.

e Si A >0, on sait d’apres le cas complexe qu’il existe deux constantes « et 3, a priori complexes,

telles que
VneN, u, =ax,™ + Bx".
Ul — TaUg Uy — T1Ug
On a alors ug = a + 8 et u1 = axy + Brg. Donc « = ————— et § = ————— (les nombres
1 — T2 T2 — 1

21 et xo sont bien différents). Puisque ug, w1, 1 et 2 sont réels, les deux nombres a et S sont,
eux aussi, réels.

e On procede de la méme maniere si A = 0.

e Supposons que A < 0. D’apres le cas complexe, en notant 7 = pe’? et 7 = pe~% les deux solutions
complexes conjuguées de (E), ot p € RY et 6 € R, on sait qu’il existe deux constantes complexes
A et B telles que

VneN,  wu, = Ar" + BF" = Ap"e™ + Bple=™?,
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A+B = U (Ll)
Ar+ BF = w; (L2)

TU

(Lz) —7(Ly) donne A = L,O et (Ly) —r(Ly) donne B =
car r ¢ R).

rT—T rT—r
Ainsi, on a pour tout n € N,

On sait que {

up —rug  —
170=A(0nsaitque?7ér

Uy, = p"(Ae™? + Ae~"0)
= p"(Ae™’ + Acin?)
= p" 2 Re(Ae™?)
= p"(29Re(A) cos(nd) — 2Im(A) sin(nd))
= p"(acos(nf) + Bsin(nh))

ol l'on a posé oo = 2Re(A) et f = —2TIm(A). On remarque que « et 5 sont des réels.
O

Exercice d’application 64. On considére la suite de Fibonacci (F,)nen définie par Fy = 0,
Fy =1 et, pour tout ne N, Fj,1 o = F,, 11 + F,. Déterminer le terme général de F.

2

—ax — 1 = 0 admet deux racines réelles distinctes r; = 1_2‘/5 et rg = 1+T‘/5 (le
nombre d’or). D’aprés la proposition précédente, on peut donc dire qu’il existe un unique couple de
réels (a, B) tel que :

— L’équation z=

VneN, F,=ar!+pry.
a+pB = 0

Les cas n = 0 et n =1 conduisent & résoudre le systéme (S5) : { ar +Bry = 1° Or
a = —f o =+
(S) = B — V5
a(rp—re) = 1 Jé] —J5
1 ((1+6\" [1-+5\"
On a donc, pour tout n € N, F,, = V5 — V5 .
V5 2 2

Exercice d’application 65. Déterminer le terme général de la suite u définie par up =1, uy =1
et, pour tout n € N, upyo = —upy1 — iun-

— On trouve, pour tout n € N, u,, = (1 — 3n)(—2)"".

Exercice d’application 66. Déterminer le terme général de la suite v définie par ug =1, u; = —1
et, pour tout n € N, up o = 2up11 — 2uy.

— On trouve, pour tout n € N, u,, = \@n(cos(%) — 2sin(%F)).

4. Théoremes d’existence d’une limite

4.1. Théoremes d’encadrement, de majoration, de minoration

,—[Théoréme 67 - Théoréme d’encadrement ou théoréme des gendarmes.)—

Soit (tn)neNs (Vn)nen €t (wn)nen trois suites telles que
dANeN, Vn>= N, u, <v, < wy.

Si les suites (U, )nen €t (W, )nen convergent vers la méme limite ¢, alors la suite (vy,)nen st
convergente et converge vers /.
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Démonstration.
Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe (N1, N3) € N? tel que

Vn = Ny, |u, — ¢ <e,
Vn = Ny, |v, —f| <e.

Soit n = max(N1, N2, N). On a
—e<Uu, — €<, —L<w, —{<Le¢,
donc |v, — £| < ¢, et 'on vient de démontrer que v converge vers £. O

Illustration du théoréme d’encadrement. Une suite est ici encadrée par deux suites qui convergent vers

L.

n
n
Exercice d’application 68. Pour tout n € N*, on pose u, = Z . Déterminer, si elle existe,

= n2+k
la limite de la suite (up,)nens-
— Soit n € N*. On a
n - n = n n?
= ———— S Up < - = 5 -
n+1 ZnQ—i—n " Zn2—l—1 n?+1
k=1 k=1
2

n

Or lim =1let lim ——— =1 (pour le voir, on factorise les dénominateurs des expressions
n—ton+ 1 n—+owo n? 4 1

par n et n? respectivement). Le théoréme d’encadrement assure alors que u converge vers 1.

[z

Exercice d’application 69. Soit x € R. Pour tout n € N*, posons u,, = ——. Déterminer, si elle
n

existe, la limite de u.

1 nT . . N :
— On a, pour tout ne N*, z — — < u < z. Or la suite constante égale a x et la suite | z — —
n n N/, N
convergent vers z, donc le théoréeme d’encadrement permet de conclure que u converge vers x.

Exercice d’application 70. Démontrer que le produit d’une suite bornée par une suite qui tend
vers 0 converge vers 0.

— Soit u une suite bornée et v une suite convergente. Il existe M € R tel que |u| < M, donc,
|luv| < M|v|. Or M|v| converge vers 0. Le théoréme d’encadrement permet de conclure u - v converge
vers 0.

,—[Théoréme 71 - Théorémes de minoration et de majoration.} <

Soit (U )neN €t (Un)nen deux suites réelles telles que
VneN, u, < v,.

1. Si (up)nen tend vers +oo, alors (v, )nen tend aussi vers +oo.

2. Si (vn)nen tend vers —oo, alors (uy,)nen tend aussi vers —oo.
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Démonstration. 1. Soit A € R. Puisque (uy,)nen tend vers +oo, il existe N4 € N tel que pour tout
n = Na, u, = A. On a alors pour tout n = N4, v, = u, = A, ce qui prouve que la suite (v, )nen
tend vers +o0.

2. Méme méthode. O]

, 1
Exercice d’application 72. FEtudier la limite de (u,)nens = (Z \/E) .
k=1 neN*

1 1
— Soit n € N*. Puisque, pour tout k € [1,n], — >

3 %,Ona:
21 21
> .

La somme de droite étant égale a = y/n et comme 1ir41_1 A/n = 400, le théoréme de minoration
n——+00

sl

assure que lim wu, = +o0.
n—+o0

. Etudier la limite de (H,,)nenN

el

n
Exercice d’application 73. Pour tout n € N*, on pose H,, = Z
k=1

H
et de (") )
Inn n>2

— On a pour tout k > 1:

d’ou, pour tout k > 1,

1 1
—— <Iln(k+1) —In(k) < —.
pr1 Skt =ik < 7
En sommant, on obtient, pour tout n € N*,
1
H,—-1<In(n) < H,——.
n

1
Ainsi, In(n) + — < H,, <In(n) + 1. Donc le théoréme de minoration fournit liril H, =+ et, avec
n n— 400

H
le théoréme d’encadrement, lim — = 1.
n—+w Inn

4.2. Convergence des suites monotones bornées
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r—[Théoréme 74 - Théoréme de la limite monotone.] N

Soit u une suite réelle.
1. Supposons u croissante.

(a) Si u est majorée, alors u converge vers un réel ¢, avec
¢ =sup {u, : neN}.

De plus, pour tout n € N, u,, < /.
(b) Si wu n’est pas majorée, alors u diverge vers +co.
2. Supposons u décroissante.

(a) Siw est minorée, alors u converge vers un réel ¢, avec
¢ =inf{u, : neN}.

De plus, pour tout n € N, u,, = /.

(b) Si wu n’est pas minorée, alors u diverge vers —co.

\. J

Démonstration.
On ne traite que le cas ou u est croissante.
(a) Supposons u majorée. Notons A = {u,, : n € N}. A est non vide car il contient ug, et majoré
(car u est majorée). Ainsi A admet une borne supérieure, notée /.
Soit € > 0. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe x € A tel que ¢ — e < . Comme
x € A, il existe N € N tel que z = uy. Comme la suite est croissante, pour tout n > N,
l—e <uy <u, </ (car £ majore A). Ainsi |u, — £] < ¢, et on a montré que u converge vers £.
(b) Supposons v non majorée. Ainsi,

VM eR, IneN, wu, > M.

Soit A > 0. Il existe NV € N tel que uy > A. Puisque la suite u est croissante, on en déduit que
pour tout n = N, u, = uy > A et on a montré que u tend vers +0c0.

O

Corollaire 75.

Toute suite monotone admet une limite dans R.

Notons que le théoréeme de la limite monotone permet de démontrer qu'une suite admet une limite,
mais il ne permet pas de calculer celle-ci!

n
Exercice d’application 76. Pour tout n € N*, on pose u,, = Z 72 Etudier la convergence de la
k=1
suite u.

— Pour tout n € N*, up11 —u, = > 0, donc u est croissante. De plus, pour tout n € N*|

u <1+i#—1+i SR Y
T Akk-1) 2 \k-1 k) o0 T

Donc la suite u est majorée par 2. Le théoréme de la limite monotone assure alors que u converge.

Remarque : On peut calculer (mais c’est plus difficile) la limite de cette suite. Elle vaut %2.
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4.3. Suites adjacentes

~— Définition 77. N

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles. On dit que les suites (U, )nen €t (Un)nen sont
adjacentes si, et seulement si :

1. (tn)nen est croissante et (v, )nen est décroissante (ou l'inverse).

2. La suite (v, — tn)nen tend vers 0.

~— Lemme 78.

Soit (tn)nen €t (Un)nen deux suites adjacentes telles que (up)nen est croissante et (vp,)neN
est décroissante.
Alors pour tout n € N, u,, < v,

Démonstration.
Pour tout n € N, posons w,, = v, — u,. Soit n € N.

Wn+1 — Wp = (UnJrl - unJrl) - (Un - un) = (Un+1 - vn) + (un - un+1)a

et, comme v est décroissante et u est croissante, wy,+1 — w, < 0 (somme de deux nombres négatifs).
Ainsi w est décroissante.

Soit n € N. Puisque w est décroissante, on a pour tout k = n, wi < w, puis, en faisant tendre k vers
400, w, = 0. O

,—[Théoréme 79 - Convergence des suites adjacentes.] <

Soit (Un )neN €t (Vn)nen deux suites réelles avec u croissante et v décroissante. Si (U, )nen €t
(vn)nen sont adjacentes alors :

1. (un)neN €t (vp)nen convergent ;

2. lim w, = lim v, (on note £ cette limite commune);
n—-+0o0 n—-+0o0

3. pour tout n € N, u,, < ¥ < v,.

Démonstration. 1. Avec le lemme et les variations de u et v, on obtient, pour tout n € N,
uy < Up < U, < Vp. (*)
Ainsi u est croissante et majorée donc, d’apres la théoreme de la limite monotone, elle converge

vers £1. De méme, v est décroissante et minorée, donc elle converge vers /5.

2. Par opération, u — v converge vers {1 — {5. Or, u — v converge vers 0 par hypothése. Par unicité
de la limite, on conclut que ¢1 — f5 =0, i.e. {1 = 5.

3. Le théoreme de la limite monotone assure par ailleurs que, pour tout n € N, u,, < ¢ < v,. O
Exemple 80. Pour x € R, les suites des valeurs approchées par défaut et par exceés de x, définies par

[ore] [0+ 1

N, = —_
VneN, u o Ton

forment deux suites adjacentes convergeant vers x.
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Exercice d’application 81. Justifier que les suites u et v définies pour tout n € N* par

n 1 2n 1
Uy = Z et Uy = Z -,
k:1k+n k:nk
convergent vers une méme limite.
— Soit n € N*. On a
1 P 1 . 1 . 1
u,n —un = —_— “ee
i 1+ (n+1) n—1)4+m+1) nt+tm+l) (+D)+n+1)
1 1 1
- + +
gl—l—n 2+n n+n)
B L 1 1
B 2ol 242 e+l
T 2+l 22
= 0.
Donc u est croissante. De plus,
1 1 1 —3n —2

n — Un — - - = <0’
Ut T T e T T nn s D2n 1 2)

donc v est décroissante. Enfin, v,, — u, = %, donc u — v converge vers 0. Ainsi u et v sont adjacentes.
On en déduit que u et v convergent vers la méme limite.

5. Suites de nombres complexes

Définition 82.

Une suite de nombres complexes est une application © de N dans C. On la note souvent
(un)nEN .

On peut étendre aux suites complexes toutes les propriétés des suites réelles qui ne font pas référence a
la notion d’ordre sur R (les notions de suites croissantes, décroissantes, majorées, minorées, adjacentes...
ne pourront plus étre utilisées pour les suites complexes, de méme que les théoréme de la limite
monotone et d’encadrement!). Les propriétés faisant intervenir la valeur absolue seront étendues en
la remplacant par le module.

Définition 83. N

Soit (2 )nen une suite de nombres complexes. On dit que la suite (2, )nen est bornée si, et
seulement si, la suite de nombres réels (|2, |)nen est bornée.

Proposition 84.} \

Si une suite complexe converge, alors sa limite est unique.

Démonstration.
On utilise la méme démonstration que pour les suites réelles, en remplagant valeur absolue par module.
O
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— Définition 85. N

On dit que la suite de nombres complexes (2, )nen est convergente s’il existe £ € C tel que

Az =€ =0,

(c’est la limite d’un module, donc d’une suite réelle). Autrement dit, z converge vers £ si
Ve>0,3IN.eN, Vn= N, |z, —{|<e.

On dit alors que la suite (z,)nen converge vers ¢ et on note lir_{l zp = £. On dit que la
n——+0o0

suite (z,,)nen est divergente si elle n’est pas convergente.

\. J

Remarque 86. Dire qu’une suite complexe tend vers 400 ou —o0 n’a pas de sens.

Proposition 87.}

Soit (2 )nen une suite de nombres complexes et £ € C.
La suite (2, )nen converge vers £ si, et seulement si, les suites de nombres réels (Re(zp))nen
et (Im(zn))nen convergent respectivement vers Re(£) et Im(L).

Démonstration.
Notons a = Re(¢) et b = TIm(¢).
e Supposons que la suite (2, )nen converge vers £ = a + ib. On a alors 1i1}_1 |z, — €] = 0. Or pour
n——+00
tout n e N, on a
|Re(zn) —a| = | Re(zn, — 0)| < |20 — ¢
et puisque lim |z, — ¢| = 0, on obtient que lim |PRe(z,) — a| = 0 c’est-a-dire que la suite
n—4+o n—+0w
(Re(zn))nen converge vers a. On montrerait de méme que (Im(zy,))nen converge vers b.
e Supposons que les suites de nombres réels (Re(z,))nen et (Im(2z,))nen convergent respectivement
vers a et b. Pour tout n € N, on a d’aprés 'inégalité triangulaire

|z, — (a+b)| = |(Re(zn) — a) + i(Im(zn) — b)| < |Re(zn) — al + | Im(z,) — bl.

Puisque lim |Re(z,) —a|l = lim |Im(z,) —b =0,ona lim |z, — (a+b)| = 0 donc la
n——+00 n—-+0o0 n—-+00
suite (2 )nen converge vers £ = a + ib. O

Remarque 88. Les résultats obtenus sur les suites de nombres réels qui ne font pas intervenir
la relation d’ordre dans R restent valable pour les suites de nombres complexes. Par exemple, les
opérations sur les limites restent valables : on le démontre de la méme maniére que pour les suites
réelles, en remplagant les valeurs absolues par des modules.

,—[Proposition 89.} N

Soit (2, )nen une suite de nombres complexes qui converge vers ¢ un nombre complexe.
1. La suite (2, Jnen converge vers £.
2. La suite (|2,]?)nen converge vers |€]2.

3. La suite z est bornée.

\ J

Démonstration.
Notons a = Re({) et b = TIm(¢).
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6.

. Les suites (Re(zn))nen et (Im(z,))nen convergent respectivement vers a et b. Comme pour tout

neN, Re(z,) = Re(z,) et Im(Z;) = —Im(z,), on a lirJrrlOO Re(z,) = a et hIJIrlOO Im(z;) = —b.

D’apres la proposition précédente, on a lir_sr_l Zn=a—ib=".
n——+0o0

2. La suite (2,Z)neN converge vers 00 par produit et en utilisant 1.

3. On utilise la méme démonstration que pour les suites réelles, en remplagant valeur absolue par

module. O

Relations de comparaison pour les suites

6.1. Domination et négligeabilité

~— Définition 90. | )

Soit (tn)neN €t (Un)nen deux suites & valeurs réelles ou complexes. On dit que :

1. la suite (u,)nen est dominée par la suite (v, )nen 8'il existe une suite (b, )nen bornée
et un rang ng € N tels que pour tout n = ng, U, = V,by.
On note alors u, = O(vy,,) et on lit «u, est un grand O de v, ».

2. la suite (un)nen est négligeable devant la suite (v,,)nen S'il existe une suite (€5, )nen

convergeant vers 0 et un rang ng € N tels que pour tout n = ng, u, = vpen.
On note alors u,, = o(v,) et on lit «u, est un petit o de v, ».

On peut, de maniére immédiate, réécrire ces définitions comme dans la proposition suivante (ces
nouvelles caractérisations sont & connaitre car elles sont trés utiles en pratique) :

,—[Proposition 91 - Caractérisation de o et O.} \

Soit (tn)neN €t (vn)nen deux suites & valeurs réelles ou complexes.

1. (a) u est dominée par v si et seulement si il existe M € Ry tel que Vn = ng, |u,| <
M|vy|.

(b) Si de plus v ne s’annule pas au dela d’un certain rang nq, alors u est dominée

—| < M.

n

par v si et seulement si pour tout n = nq,

2. Si v ne s’annule pas au dela d’un certain rang nq, alors u es négligeable devant v si et
LU
seulement si — converge vers 0.
v

Remarque 92. e u, = O(1) signifie que (uy,) est bornée.

u, = O(0) signifie que u est une suite nulle & partir d’un certain rang.

e u, = o(1) signifie que u converge vers 0.

e u, = 0(0) signifie que u est nulle & partir d’un certain rang.

Exemple 93.

o On an®2cos(1/n) = O(n%?2) car pour tout n > 1,

1 1
o n= o(n2) et — = o(). Plus généralement, si (a, 3) € R? avec a < f3, alors n® = o(nﬁ).
n

n2

n3/2 cos(1/n)

-y = |cos(1l/n)| < 1.
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3/2 1 1
e Onan®?cos(1/n) = o(n?) car pour tout n > 1, n coz( /m) = cos(1/n) et lim
n \/ﬁ n——+00 \/ﬁ
-1 cos(1/n) 1
< <

NN

0 puisque pour tout n € N*,

=

6.2. Propriétés des o et O

La relation O :

cos(1/n)

o est réflexive (pour tout u € RN, pour tout n € N, u,, = 1 x v, et (1)nen est bornée, donc

e n'est pas symétrique (n = O(n?) mais n? # O(n));
e n’est pas antisymétrique (§ = O(%") et %" = O(g), mais 5 # %" pour n € N);

e est transitive (si u,v, w € RN avec u,, = O(v,) et v, = O(w,), alors il existe (a,,) et (3,) bornées
telles que, pour n assez grand, u,, = @, X v, et v, = B, X wy,, donc u, = (a,B,) X wy,, donc

(anBr) est bornée, puis u,, = O(wy,)).

La relation o :

1

e n’est pas réflexive (1 # o(1) car 7

ne tend pas vers 0) ;
e n’est pas symétrique;
e n’est pas antisymétrique;

e est transitive.

Proposition 94.}

Soit u,v € RN. Si u,, = o(v,), alors u,, = O(v,).

Démonstration.
Laissé en exercice.

,—[Proposition 95.}

Soient u,v,w,t € KN telles que (w,) et (,) ne s’annulent pas a partir d'un certain rang.
Soit (A, i) € K2.
1. Si u, = O(wy,) et v, = O(wy,), alors Au, + pv, = O(wy,).
Si up, = o(wy) et v, = o(wy), alors Au, + pv, = o(wy,).
2. Si u, = O(wy,) et v, = O(ty), alors upv, = O(wyty).
Si uy, = o(wy) et v, = o(ty), alors u,v, = o(wpty,).

Exercice d’application 96. Montrer que nsin(3) +In(n) = O(n).

< On a In(n) = o(n) donc In(n) = O(n). Comme nsin(+) = O(n), on peut écrire nsin(+) + In(n) =

n

O(n).
Exercice d’application 97. Montrer que nln(n)sin(1) = o(n?).

— nsin(1/n) = O(n) et In(n)o(n) donc nln(n)sin(1/n) = o(n?).
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,—[Proposition 98 - Croissances comparées.}

Soit (a, 8) € (R%)?, soit ¢ € |1; +oo[. Alors

1 1
" 0( > , — = 0<1n’6 n) . WPn=0on%), n*=o(¢"), ¢"=o(n!), n!=o(n"].
ne ne

Remarque 99. En notant u,, < v, au lieu de u,, = o(v,,) (notation privilégiée dans d’autres sciences),
on a donc

n

1 _ 1
—«qg "« — «I’n«n® « ¢ «n! «nm
n! ne

Démonstration.

Toutes ces relations sont des réécritures du théoréme de croissance comparée (en notant que ¢ = eln(Q)),
sauf ¢" = o(n!), avec ¢ > 1 et n! = o(n™).
q"l
e Posons u,, = —- Ona:
n!

1
Untr ¢ n! q

= X — = 0
Uy, (n+1)! X qg* n-+1n->to

U
Il existe donc N € N tel que, pour tout n > N, ntl
Un

< 3 Une récurrence aisée permet alors

de montrer que, pour tout n > N, 0 < u,, <

N Puisque QZiVN et 0, on obtient par
encadrement que u converge vers 0.
n'
e De méme, posons v, = s On a:

Un+1 = (TL+ 1)' X Tl,n = — — e71 < 1
Up (n+1)n+l = nl n+1 n—+40 2
1
2

v
Il existe donc N € N tel que pour tout n > N ntl

)

. On conclut alors comme précédemment.

O

Exemple 100. e (—1)" =o(n). o (In(n))*
o ’n,2 = 0(n4)

1 1
.EZOE.

Corollaire 101.]

1
Pour tout v > 0, et tout 8 > 0, n® = o(e’™) et e = O<,6>'
n

6.3. Suites équivalentes

~ Définition 102.

Soit (tn)neN €t (vn)nen deux suites & valeurs réelles ou complexes.

On dit que la suite (u,)nen est équivalente & (v, )nen 8'il existe une suite (a, )pen conver-
geant vers 1 et un rang ng tels que pour tout n = ng, U, = vpa,.

On note alors u, ~ v,, on lit «u, est équivalente a vy ».
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On obtient immédiatement la caractérisation suivante, trés utile en pratique :

,—[Proposition 103 - Caractérisation de ”'}

Soit u,v € KV telles que v ne s’annule pas & partir d’un certain rang. Alors

Up ~ Uy <= lim <U"> =1.

n—+0 \ Uy

\

J

/A Attention A\. Ecrire u, ~ 0 signifie que u est nulle & partir d’un certain rang!! Donc si vous

trouvez qu’une suite est équivalente a 0, il y a de trés (TRES) fortes chances qu’il y ait une
erreur.

Exemple 104.

1 1
On a n + In(n) ~ n car pour tout n > 1, n+In(n) =1+ a(n) — 1
n n n—+o0
Exercice d’application 105. Mountrer que y/n ~ v/n + 1.
1 1 1
— Soit n e N*. On a \/:L/%— = 1+ﬁ' Orngrfoo(l—i-n) =1 puis y/n ~ vn + 1.

,—[Proposition 106 - Lien avec o et O.}

Soit u,v € KN avec v qui ne s’annule pas & partir d’un certain rang.
1. up ~ v, si, et seulement si, u, — v, = o(vy).

2. Si uy, ~ vy, alors u, = O(v,) et v, = O(uy).

\.

Démonstration.
Notons ng le rang a partir duquel v ne s’annule pas.

Cwu
1. up~v, <— lim —==1

. Up — Un
< lim e
n——+o0 Un

= Up— vy =0(vy).

. Un, u N . .
2. Siu, ~ v, alors () converge vers 1, alors —, donc wu, est non nulle a partir d’un certain
Un v

n=ngo

Un
rang ni et [ —
U

n

U ,
) converge vers 1, donc — est bornée. O
n=ni v

Remarque 107. On peut aussi démontrer la proposition précédente sans supposer que v ne s’annule

pas & partir d’un certain rang (mais c’est un peu plus pénible & écrire). Par exemple, pour le point
numéro 1, on peut écrire :

Up ~ Un H(G’TL)TLENanl_i}}}oo =1,dnp € N,Vn
0, Un — Un = (1 - an)vn

—
< 3J(an)nen, lim =1,3Inge N,Vn
n—-+0o0
< 3(e)nen, lim =0,3Ing € N,Vn = ng, u,, — vy = €,0,
n——+00
—

Uy, — Uy, = 0(Uy)
Pour toute la suite, on suppose que les suites manipulées ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.
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Notation 108. Si le terme général d’une suite (u,,) s’écrit u, = v, + w, et si w, = o(v,), on peut
écrire u, = v, + 0(vy,) (et on a alors u, ~ vy,).

Exemple 109. In(n) = o(n) donc n + In(n) ~ n.

Proposition 110.}

La relation ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration.
Il s’agit de démontrer que ~ est réflexive, symétrique et transitive. Soient u, v, w € KN.

Unp,
e Pour tout n >ng,ona — =1 — 1, donc u, ~ u,.
Up, n—-+0o0

1
. Un, S o Un Unp
e Siu, ~ vy, alors — —— 1 et, par opération sur les limites, — = | — — 1, donc
Vp, N—>+0 W, Un n—-+0oo
Uy ~ Up.
. Unp Up  Un
e Siu, ~v,etuv, ~w,, alors —=—-— — 1, donc u, ~ w,.
Wy Uy Wy, no+0

,—(Proposition 111 - Opérations avec ~.} |

Soit (Un)neNs (Vn)neN, (Wn)neN et (Zn)nen quatre suites réelles.

1. Siwu, ~w, et v, ~ x, alors u,v, ~ W,Ty.
. Unp, Wn,
2. Siu, ~w, et v, ~x, alors — ~ —.
Un, T

3. Si (uy) et (v,) sont strictement positives au dela d’un certain rang, et si u, ~ v,
alors pour tout a € R, ugy ~ vyy.

\

, . Up - Up Up  Un
Démonstration. 1. Ona —— = — . — — 1.
Wy, * Tp Wy, XLy N0
Un Un Tp
2.0na ->»=-"2."1" _ 1.
UVp Wy n—+0

3. Ona — — 1, d’ou le résultat.
Un n—-+o0

Exercice d’application 112. Montrer que <Z> ~ %

— Soit j € N. On an —j ~ n, donc
5 5 6
n 1 . 1 n
(6)=a LI~ G 1In =55
§=0 j=0
Remarque : En DS il faudrait rédiger mieux que cela ©.

/\ Attention /\. Les remarques suivantes sont extrémement importantes. Les maitriser vous évitera
bien des erreurs!
1. On ne peut ni ajouter, ni soustraire, les équivalents.
Par exemple, n +1 ~n+ 2 et —n ~ —n, et pourtant 1 n’est pas équivalent a 2.
2. On ne compose pas les équivalents.
Si f est une fonction (méme continue sur R) et si u, ~ v, on n’a pas forcément f(u,) ~ f(vn).
Posons par exemple, pour tout n € N, u,, = n% +n, v, =n? et f = exp. On a u, ~ v,, mais

f(un) _ en2+nfn2 — en2 — +o0,

f('Un) n—+0

donc f(un) # f(vyg).
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3. Lors d’une mise en puissance d’un équivalent, I’exposant doit étre constant.

1 n
Par exemple, 1+— ~ 1 mais [ 1 + > n’est pas équivalent 1 (en effet, grice a la limite classique
n n

\" "
<1+> — e, on a donc (1+> ~e).
n/) notow n

,—[Proposition 113.} \

Soit u,v € RN deux suites équivalentes.

1. Si la suite (vy,) est strictement positive (respectivement négative) au dela d’un certain
rang, alors (u,,) est strictement positive (resp. négative) au dela d’un certain rang.

2. Si la suite (v, )nen a une limite dans R, alors la suite (u,,)nen @ une limite et

lim wu, = lim v,.
n——+0o0 n—-+0o0

P . 4o Un . .
Démonstration. 1. Comme u et v sont équivalentes, on a — —— 1. Donc, pour € = —, il existe
Uy, M—>+0 2
Up, U, 1
Un _ 1‘

1
< —. En particulier, pour tout n > N,ona — > —,
Un 2 2

N € N tel que, pour tout n > N,
Un

et u et v ont méme signe strict.

— U
2. Supposons que (vp)nen admet une limite £ € R. On a u, = — x v, donc u, - { par
n——+0o0

Un

opérations sur les limites. O
6.4. Equivalents classiques

Proposition 114.}

Si (u,) converge vers une limite ¢ non nulle, alors u,, ~ .

Proposition 115.}

SiP:x+—s ap:vp—l—ap,lxp_l +- -4 aix+ag est une fonction polynomiale dont le coefficient

a, est non nul, alors P(n) = ayn® + a,—1nP~' + -+ +ag ~ apnt.
Démonstration.
1 suffit de remarquer que a,_1nP~! + - + ag = o(a,n?). O
Les équivalents donnés dans la proposition suivante sont & connaitre par coeur !

PCST 2

9 - SUITES REELLES ET COMPLEXES PAGE 34 sur 40



r—[Proposition 116 - Equivalents classiques.} \

Soit (uy,) une suite convergeant vers 0 et ne s’annulant pas au deld d’un certain rang. Alors
chacune des suites suivantes est bien définie au dela d’un certain rang, et

o sin(uy) ~ Uy. o sh(uy) ~ .
2 2
o 1 —cos(uy) ~ En e 1 —ch(uy) ~ —u?".
o tan(u,) ~ Up. o In(1+up) ~ tp.
o (1+4up)®—1~ auy,. o cln — 1 ~ uy,.
Démonstration.
On utilise le fait que si pour une fonction f, lim f(z) =1let lim wu, =0,alors lim f(u,) =1 0O
z—0 n—+00 n—-40o0
Exercice d’application 117. Déterminer la limite de 1—— .
n neN
1\" 1 1 1 1
— On a (1 — ) =enn(1=3) ot —— — 0, donc In (1 — ) ~ ——, donc nln (1 - ) ~ —1,
n n n—+w n n n
puis
1
nln (n— ) — —1.0r lim e =e L.
n ) n—+w rz——1

" 1
Donc, par composition des limites, (1 - ) — .
n) notwe

Remarque 118. Attention, dans I’exercice précédent il peut étre tentant de composer des équivalents
(ce qui est interdit !!!). Vous remarquerez que nous ne ’avons pas fait : nous avons composé des limites,
ce qui est licite.

Exercice d’application 119. Déterminer un équivalent simple de (In(sin(e™™)))nen-

— Ona:
i) = (s S0 e 10 (Y g (Y

. ) ) sin(e™" . . sin(e™"

Ore™ — 0, donc sin(e™) ~ e~ ™ puis lim 7( ) =1, et ensuite lim In 7( ) =0

) p )
n—+00 n—+ow e~ " n—-+00 e~

1 sin(_; ) . n
et lim —n = —o0. On en déduit lim M = 0, d’ou In (sm(e)) = o(—n). Ainsi

n——+00 n——+o0 —-n e "

n

—n+1In (sme(_e)> = —n + o(—n). Finalement, In(sin(e™")) ~ —n.

Remarque 120. Dans l'exercice précédent, il peut étre tentant d’ajouter des équivalents (ce qui est
interdit !!'!). Vous remarquerez que nous ne ’avons pas fait : nous avons utilisé un petit o. Une méthode
alternative aurait été de factoriser I’expression :

e = (1 2 (L) g BT

n —-n n—-+00

g 1
n—4w

7. Etude des suites récurrentes

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les suites définies par la relation de récurrence suivante

Vn e N, Unt1 = f(un) (*)
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ou f est une fonction réelle.

7.1. Stabilité

Il n’est pas du tout automatique que la suite définie par (x) existe. La définition par récurrence
nécessite qu’a chaque étape le terme u,, soit dans le domaine de définition de f. Par exemple, on ne
peut pas définir de suite (u,,)nen vérifiant : ug = 1 et, pour tout n € N, up11 = 2+ /2 — uy,. En effet,
on aurait u; = f(up) = 3 et la relation ne permet pas de définir us puisque f: z —— 24+ +/2 — x n’est
pas définie en 3.

~ Définition 121. | |

Soit f une fonction définie sur une partie D de R. Une partie I de D est dite stable par f
si, et seulement si, f(I) < I c’est-a-dire si, et seulement si,

Veel, f(z)el.

1
Exemple 122. e L’intervalle R’ est stable par la fonction inverse  —— — car pour tout x > 0,
x

1
— > 0.
X

e L’intervalle [0; 1] est stable par la fonction 2 — /1 — & car pour tout = € [0; 1],

0<vl—-2z<1

Proposition 123.}

Si I est une partie stable par f et si ug € I, alors la suite (u,)nen est bien définie et tous
ses termes appartiennent a I.

Démonstration.

Pour le démontrer, on procede par récurrence :

Pour tout n € N, on note P, la propriété « wu, existe et u, € I ».
e 1w existe et ug € I donc Py est vraie.

e Soit n € N tel que P, est vraie. u, € I € D donc f(uy,) est bien défini et u,; existe. De plus,
comme Uy, € I, upy1 € f(I) donc u,41 € I et done P,41 est vraie.

Par récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u,, € I. L]

Remarque 124. Il est évident que si f est définie sur R alors la suite (u,,)nen est bien définie.
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Exercice d’application 125. Montrer que la suite (uy,)nen, définie par ug € Ry et la relation :

VneN, upy1 = , est bien définie et que tous ses termes sont positifs ou nuls.

1+ u,
— Soit I =[0,40[et f: T — R
1

1+

x >

Pour tout z € I, f(z) > 0, donc I est une partie stable par f.

Comme ug € I, alors la suite (u,)nen est bien définie et tous ses termes sont dans I, donc sont positifs
ou nuls.

Exercice d’application 126. Montrer qu’il existe une et une unique suite (uy)nen définie par
ug = 2 et pour tout n € N,
Unt1 = In(1 + /uy,).

— D’une part, 2 € R;. D’autre part, I'intervalle R est stable par la fonction z — In(1 + /) car
pour tout x € Ry, 14+ 4/z = 1, donc In(1 + 4/x) € Ry..

Pour la suite de ce cours, on suppose que la partie I de R est stable par f et que ug € I (et donc que
tous les termes de la suite (u,) sont dans I).

7.2. Convergence

Parfois, c’est simple!

QOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOO VOOV OOO VOOV OOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 127. Pour déterminer la limite d’une suite définie par (x) (une fois qu’on a
démontré que cette suite est bien définie, avec un argument de stabilité!), on pourra essayer d’adopter
la stratégie suivante :

1. déterminer le sens de variation de u;

2. appliquer le théoréme de la limite monotone et supposer que la suite converge (en espérant
obtenir soit une contradiction, soit la valeur de la limite).

Exercice d’application 128. Démontrer que la suite (uy, )nen définie par ug = 0 et pour tout n € N,
Upt1 = Up + ¥, diverge vers +00.

— Pour tout n € N, up41 — u, = €% = 0, donc u est croissante et possede une limite £ € R u {400}
d’apres le théoréme de la limite monotone. Par I’absurde, faisons I’hypotheése que £ € R. On a lim e =

r—

e, donc ¢ = limg, 4 oo (U +€%n) = £+ e’ et ainsi e’ = 0, ce qui est absurde. Ainsi £ = +o0.

Exercice d’application 129. Démontrer que la suite (4, )nen définie par ug = 1 et pour tout n € N,

Upt+1 = converge vers 0.

_n
14+ u2

T
— L’intervalle R’ est stable par x — 152 et ug = 1 € R}, donc u, > 0 pour tout n € N, puis,
T
pour tout n € N,

3

n

14w

Up, Uu
= — — U =
2 n
14 u2

Up41 — Unp

Ainsi u est décroissante et positive, donc elle converge vers une limite ¢ d’apres le théoreme de la
limite monotone. On a alors :
U, J4

¢ oo LT A T w2 1402’

donc )
ot _ £
1462 1402

et ainsi £ = 0.
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QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Si c’est plus compliqué, on pourra utiliser les résultats suivants.

,—[Proposition 130.} N

Soit f : I — I (de sorte que I soit stable par f) et u définie par (x).
1. Si, pour tout x € I, f(z) = x, alors (u,)nen est croissante.

2. Si, pour tout z € I, f(x) < z, alors (un)nen est décroissante.

Démonstration. 1. Supposons que pour tout x € I, f(x) = x. Alors u,11 = f(un) = u, pour tout

,—[Proposition 131.} \

n € N (en effet, pour tout n € N, u,, € I puisque I est stable par f). Il s’ensuit que u est
croissante. O

Soit f : I —> I et u définie par (*).
Si u converge vers £ € I et si f est continue en ¢, alors ¢ est un point fixe de f, i.e.

FlO) =0

Démonstration.

A lire apres avoir fait le chapitre sur la continuité.

Comme f est continue en ¢, lim f(z) = f(£). Or lim wu, = ¢ et ainsi, par composition, lim f(u,)=
r— n—-+40o0 n—-4o00

f(0). Enfin pour tout n € N, w11 = f(uy), donc en effet f(¢) = £. O
Exercice d’application 132. Soit v une suite pour laquelle, pour tout n € N, u, 11 = M
et ug > 0.
1. Montrer que R, est stable par f.
2. Déterminer la nature de u et sa limite éventuelle.
s
1. On a f strictement croissante sur Ry en tant que somme de fonctions strictement croissante. Par
ailleurs f est continue et f(0) = 2, xl_i)Toc f(z) = +00, donc le théoreme de la bijection assure
que f(Ry) = [2; +oo].
2. Avant de commencer, on peut s’aider d’un graphique et faire quelques conjectures sur le com-

portement de la suite.
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—_t
[

Soit « € Ry. On remarque que
z—1)(x—3
o) -z = =D
Il s’ensuit
x 0 1 3 +o0
+o0
35—
3 —
5
fl@)—=z + 0 - 0 +

On lit beaucoup d’informations sur ce tableau : le signe de x — f(x) —x, mais aussi que les intervalle
[0; 1[,]1; 3[ et ]3; +oo] sont stables par f (essentiel pour pouvoir lier le signe de f —Id & la monotonie
de w). Ceci nous conduit & distinguer les cas suivants :

e Supposons ug € [0; 1[. Puisque f(z) = x pour tout x € [0; 1[ et [0; 1] est stable par f, on a u
croissante. Or u est majorée par 1, donc u converge. Les seuls points fixes de f étant 1 et 3, on
en déduit que u converge vers 1 par continuité de f.

e Siug =1, alors la suite est constante égale a 1. En particulier, elle converge vers 1.

e Supposons ug € ]1; 3[. Puisque f(z) < x pour tout x € |1; 3[ et |1; 3] est stable par f, on obtient
que u est décroissante. De plus u est minorée par 1, donc u converge vers £ € [1; 3[ d’apres le
théoreme de la limite monotone. Donc, par continuité de f, lirf Uy = 1.

n——+ao0

e Si ug = 3, alors la suite est constante égale a 3. En particulier, elle converge vers 3.

e Supposons ug > 3. On a |3; +oo[ stable par f et pour tout x > 3, f(z) > z, donc u est
croissante. Le théoréme de la limite monotone assure alors que u admet une limite ¢ > 3 (par
croissance de u). Comme f ne posséde pas de point fixe dans |3 ; +0o0[, on en déduit que £ = +00 :

lim wu, = +o0.
n—-400

En résumé, lim wu, = 3 si wyg=3
n—+0o0 .
400 si wug >3

En dernier recours, on pourra s'intéresser aux résultats suivants (qui sont & démontrer & chaque
utilisation, par récurrence).
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,—[Proposition 133.}

Soit f : I —> I et u définie par (*).

1. Si f est croissante, alors u est monotone. Son sens de variation dépend de la position
de ug par rapport a u.

2. Si f est décroissante sur D, (u2y)nen €t (U2n41)nen sont monotones de sens contraire.
Leurs sens de variation dépendent de la position de ug et us.

Démonstration. 1. Supposons f croissante et ug = u;. Montrons par récurrence que u est croissante,
en posant pour tout n € N, H, @ « upyq = Up ».
ug = up par hypothese, donc Hy est vraie. Soit n € N tel que H,, soit vrai. On a u,11 = f(u,) <
f(unt1) = unso par croissance de f et en utilisant H,. Par conséquent, H, 1 est vraie et le
principe de récurrence permet de conclure.
Si cas ug < uy est similaire.

2. Supposons f décroissante avec ug < ug. Alors f o f est croissante et uz, 12 = (f o f)(u2y,) pour
tout n € N, donc (ugy,)nen est croissante d’aprés le point précédent.
De plus, pour tout n € N et en utilisant la décroissance de f : uspt1 = f(ugn) = f(uani2) =
U2n+3, donc (Uzn+1)nen est décroissante.
Le cas ug = uo est similaire. O

1
Exercice d’application 134. On note u la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, u,, 41 = 1+—.

n
Donner la nature de wu.

1
< Posons f: 2+ 1+ — sur RY.
x

e L’intervalle [1; 2] est stable par f et ug € [1; 2], donc la suite u est bien définie (et bornée par
1 et 2).

e Ensuite, f est décroissante sur le domaine stable [1; 2], donc (u2y )neN €t (U2n41)neN SONt Mono-
tones de sens contraires. La démonstration est donnée avant. Bornées, ces deux suites sont ainsi
convergentes de limites respectives £ et £'.

Notons qu’ici le sens des variations des suites n’est pas utile. Mais on pourrait facilement ’obtenir
avec le signe de ugs — ug.

e A présent, les suites (u2p)neN €t (Uant1)nen étant récurrentes associées a la fonction continue
f o f, leurs limites £ et ¢’ sont des points fixes de f o f. Soit z € [1; 2].

5 VE+1

=rx<—rr—cr—1<<xr= .

fof(z)=z<=1+

1+ 2
541 5+1
Ainsi lim wug, = VAt = lim wug,4+1. On en déduit finalement que lim w, = VA .
n—-+0oo 2 n—-+oo0 n—-+0oo 2

9 - SUITES REELLES ET COMPLEXES PAGE 40 SuRr 40 PCSI 2



	Suites réelles et complexes
	Généralités sur les suites réelles
	Suites réelles : définition et notations
	Opérations sur les suites
	Suites réelles et relation d'ordre

	Convergence des suites réelles
	Limite finie d'une suite réelle
	Propriétés des suites convergentes
	Opérations sur les limites
	Suites tendant vers l'infini
	Suites extraites
	Passage à la limite dans une inéquation

	Suites classiques
	Suites arithmétiques et géométriques
	Suites arithmético-géométriques
	Suites linéaires récurrentes doubles

	Théorèmes d'existence d'une limite
	Théorèmes d'encadrement, de majoration, de minoration
	Convergence des suites monotones bornées
	Suites adjacentes

	Suites de nombres complexes
	Relations de comparaison pour les suites
	Domination et négligeabilité
	Propriétés des o et O
	Suites équivalentes
	Équivalents classiques

	Etude des suites récurrentes
	Stabilité
	Convergence



