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Systemes linéaires

-
@N a donc autant d’équations linéaires qu’il y a d’inconnues a trouver; les valeurs de
ces inconnues seront obtenues par ’élimination ordinaire.

Voyons maintenant si cette élimination est toujours possible, ou si la solution peut quel-
quefois devenir indéterminée, ou méme impossible.

Carl Friedrich Gauss.

Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C, et n et p sont des entiers naturels.

1. Présentation du probleme

Y
~— Définition 1. |

On appelle équation linéaire a p inconnues toute équation du type
a1x1 + agTo + - -+ apxy = b,

d’inconnues z1, 2,..., T, ¢éléments de K, et avec a1, as, ..., ap, b des éléments de K fixés.
On appelle a1, asg,..., a, les coefficients et b le second membre.

Exemple 2. e Prenons p = 2, et notons x et y les inconnues, a, b les coefficients réels et ¢ € R le
second membre. Si (a,b) # (0,0), dans le plan muni d’un repére orthonormé (direct) (O; @, ¥),
I’ensemble des solutions de I’équation ax + by = ¢ est une droite de vecteur directeur —bi + av
et de vecteur normal at + bv.

e Prenons p = 3. Soit (a, b, c,d) € R*. L’équation az + by + cz = d d’inconnue (x,y, z) correspond
a I’équation d’un plan si (a,b,c¢) # (0,0,0), de vecteur normal az’+ b7+ ck, si 'on se place dans
un repére orthonormé (direct) (0,77, k).




— Définition 3. N

On appelle systeme de n équations a p inconnues tout systéeme de la forme

a11%1 +a12%T2 + - +a1pT, = b
a2,1T1 + G22T2 + -+ a2 pTp, = b

.. (S)
Ap1T1 + Gp2T2 4+ -+ anpTp = by

ot (@i ;)i j)e[1,n]x1,p] €St une famille d’éléments de K. Un tel systéme est d’inconnue
(x1,...,xp) € KP.
Un systeme dont le second membre est nul est dit homogéne.

Exemple 4. e Un systéme linéaire de n équations & 2 inconnues correspond (en général) a l'in-
tersection de n droites du plan. Cette interprétation permet de comprendre qu’un tel systéme
peut n’avoir aucune solution (si les droites sont paralléles), une unique solution (si les droites
sont concourantes : la solution est alors le couple de coordonnées du point d’intersection des
droites) ou une infinité de solution (si les droites sont confondues : les solutions décrivent les
coordonnées de tous les points de cette unique droite).

e Un systéme linéaire de n équations & 3 inconnues correspond (en général) & lintersection de
n plans de l'espace, qui peut étre vide (si les plans sont paralléles), une droite (si les plans
s’intersectent tous en la méme droite) ou un plan.

— Définition 5. N

On peut associer au systeme (S) un tableau de nombres, appelé matrice associée a (S) :

a1 ai2 -+ Qip
a1 a2 -+ Q2p
Gn,1 Qp2 *°* QAnpp

On peut également lui associer un autre tableau, avec le second membre, appelé matrice
augmentée de (S) :

ain Q12 - iy | b
a1 Qg2 - G2y | b2
an,1  An2 Qn,p by,
2z 4+ 3y = 1
Exemple 6. Considérons le systéme suivant : 2y — 3z = 0
T + y - z = =2
2 3 0
La matrice qui lui est associée est | 0 2 —3 | et la matrice augmentée qui lui est associée est :
1 1 -1
2 3 0 1
0 2 -3|0
1 1 —-1]-=2
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2. Opérations élémentaires

On considérera le systeéme suivant, désignant par Lq,..., L, les différentes lignes du systeme, de sa
matrice ou de sa matrice augmentée :

1,171+ a12%2 + - Fa1pTp, = by (L4)
G2,1T1 + G22%2 + -+ asprp = by (L2)
Op1T1 + G 2T2 + -+ anpTp = by (Ly)

On appelle opération élémentaire sur les lignes du systéme (resp. de sa matrice, resp. de sa matrice
augmentée) toute opération d’un des trois types suivants.

1. Echange de deux lignes i et j, qu’on note L; < L;.

2. Multiplication d’une ligne ¢ par un nombre non nul A € K* qu’on note L; «— A\L;.

3. Ajout a une ligne ¢ un multiple o € K d’une autre j # 4, qu’on note L; < L; + oL;.

Exemple 7. On consideére le systéme { Qfm_ +315/y+_4§ i 1 d’inconnue (z,y, z) € R3. Apres I'opé-
. R . Ty+2z = 7
ration Ly < Ly + 2L5, le systéme devient { Y-z = 1

~— Définition 8. N

e On dit que deux systémes linéaires (S7) et (S2) sont équivalents si I'on passe de
I'un a lautre par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. On note
(S1) <= (S2).

e Deux matrices A et B sont dites équivalentes si I’on passe de 'une a 'autre par une
suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A > B.

Proposition 9. \

Deux systemes équivalents ont le méme ensemble de solutions.

Démonstration.
On suppose que les systéemes ont n lignes pour p inconnues. Soit ¢ et j deux éléments distincts de
[1,n].

e L’opération L; <> L; ne change pas I’ensemble des solutions.

e Soit A € K*. Considérons l'opération L; < AL;. Notons S; le systéme initial et S le systeme
obtenu a partir de S7 par I'opération L; « AL;.
o Soit (21, ..., ) une solution de S;. Alors pour tout k € [1,n],

ar1T1 + Qg 2T2 + - + Qg pTp = by
En particulier, pour tout k € [1,n] avec k # 1,
ar1T1 + Qg 2T + -+ Qg pTp = bg.
et pour la ligne ¢ s’écrit
a; 171 + ;22 + -+ a;pTp = by,
ce qui devient apreés multiplication par A,
A 171+ Aag 2T + - -+ Aag pTp = Ab;.

Ainsi, (21, ..., x,) vérifie Ss.
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o Le réciproque se mene de maniére similaire en considérant plutét une multiplication par %

e L’opération L; < L; + aL; est semblable. O

Expliquons sur un exemple :

Exemple 10. On consideére le systéme d’équations d’inconnue (21, o, 23, 24) € R? suivant :

€1 — 2x9 4+ a3 — X4 =1 (1)

(S) . 21‘1 — X2 — X3 — T4 = 3 (2)
) 1 + X2 + 2x3 + 2z4 = 0 (3)

I — X2 + 3 — 2334 = 2 (4)

On soustrait a la deuxiéme ligne de (S) deux fois la premiére ligne. On obtient :

r1 — 229 + 13 — x4 = 1 (1)

(S/) . 3rs — 3x3 + ry = 1 (2/)
’ r1 + To 4+ 2x3 + 224 = 0 (3/)

X1 — To + r3 — 21}4 = 2 (4/)

e Soit (z1,%2,3,x4) une solution de (5). Si (1), (2), (3), (4) sont vraies, alors (1’), (3’) et (4")
sont vraies. De plus,

2

3xg —3x3+xg= (201 — 2" —x3—x4) —2(x1 —2@2+ w3 —24) =3—-2x1=1,

donc (2’) est vraie aussi.

e Soit (x1, 2, x3,x4) une solution de (S"). Alors (1), (3) et (4) sont vraies. De plus,
201 —xo — w3 — Tg = 2(x1 — 202+ a3 —x4) + 302 —3xs+ x4 =1+2x1=3.

donc (2) est vraie aussi.
e Finalement, (S) et (S) sont équivalents.

On écrit cette équivalence a 'aide de matrices comme suit :

1 -2 1 -1|1 1 -2 1 -1]1
2 -1 -1 =113 0 3 -3 1|1
1 1 2 2 10 L 1 1 2 0 ’
1 -1 1 =212 1 -1 1 -2|2
Exemple 11. On a
17
23y +dz = 5 __ Tyt = T o g |0 4 gtt
—r4+5y—2 =1 —z+5y—2z = 1 ’ Z B 7

L’ensemble des solutions est

3. Méthode de Gauss

3.1. Systéme triangulaire, matrice échelonnée
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~— Définition 12. N

Un systéme est dit triangulaire (ou échelonné) s’il est de la forme :
aiaTi + aiere o0 Hai,ze 4 0+ oaipr, = by
agory  + o tag,xe + o0+ apTy, = by
4
QryTy  + 0 A+ Grpr, = by
0 = br+1
0 = b,

~— Définition 13. N

Une matrice est dite échelonnée par lignes si elle vérifie les deux propriétés suivantes.
1. Si une de ses lignes est nulle, alors les suivantes le sont aussi.

2. Si a la ligne i, le premier coefficient non nul est situé a la colonne j, alors le premier
coefficient non nul (s’il existe) de la ligne ¢ + 1 est situé sur une colonne d’indice
strictement supérieur a j.

On appelle alors pivots de la matrice les premiers coefficients non nuls de chaque ligne (s’ils
existent).

\. J

Exemple 14. La matrice suivante est échelonnée par lignes :

23 4 0
00 -1 0
00 0 2

Ses pivots sont 2, —1 et 2.

Exercice d’application 15. Les matrices suivantes sont-elles échelonnées par lignes 7

02 3 1 150 —4 1 3 -2 0 1 3 -2 0
A=|0o 0 -3 5|, B=(0 2 1 o)|,c={0 -2 4 o]|,D=|2 0 1 3
00 0 2 000 O 1 0 0 -1 0 -3 -1 5

— Les matrices A et B sont échelonnées par lignes, mais les matrices C' et D ne le sont pas.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 16. Il est simple de résoudre un systéme échelonné par « remonté » (on part
de la derniére ligne vers la premiére).

Exercice d’application 17. Résoudre le systéme échelonné suivant, d’inconnue (x,y, z,t) € R* :

r+y+2z+3t =
y+z—1
2242t

t =

|
O 0O
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— On obtient aisément que 1'unique solution est le quadruplet (—6,0, 2, 2).
QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Pour résoudre un systéme (S), I'idée va donc étre d’essayer de faire subir & (S) des opérations élémen-
taires pour obtenir un systeme échelonné.

Notons que la résolution est encore plus simple si les pivots sont égaux a 1.

. .
Définition 18. |

Une matrice est dite échelonnée réduite par lignes si elle est échelonnée par lignes, si
tous ses pivots sont égaux a 1 et les pivots sont les seuls coefficients non nuls dans leur
colonne.

Exemple 19. La matrice suivante est échelonnée réduite par ligne :
0 1 13 0 —-19 99
00 0 1 12 20/
3.2. Description de I'algorithme du pivot de Gauss

On décrit ci-dessous un algorithme permettant de passer par une suite d’opérations sur les lignes a
un systéme échelonné. On procede en six étapes :

1. On commence par réordonner les inconnues du systéme pour obtenir une écriture similaire a celle
de (S). Les inconnues sont donc alignées en « colonnes », chaque colonne ne faisant apparaitre
qu’une seule inconnue (que des « z », ou que des « y »...).

2. On considere la « colonne » la plus a gauche ne contenant pas déja un pivot encadré : c’est dans
cette colonne que ’on va choisir notre nouveau pivot. La premiere fois que cette étape a lieu, il
s’agit de la premiere colonne.

3. On choisit comme pivot un coefficient non nul P de cette colonne dans une ligne qui suit celle
qui contient le précédent pivot encadré (n’importe ou dans la premiére colonne la premiere fois
que cette étape a lieu), et on encadre ce choix. Si nécessaire, on échange deux lignes pour amener
cet élément dans la ligne succédant & celle contenant le précédent pivot (on 'ameéne donc a la
premiére ligne si 'on effectue cette étape pour la premiére fois). On encadre le pivot.

/A Attention A. Lors du choix du pivot, on privilégie toujours les coefficients dont on est
certain qu’ils sont non nuls (ceux qui ne contiennent aucun parameétre).

En pratique, avec des coefficients entiers, on a toujours intérét a choisir comme pivot un coef-
ficient dont la valeur absolue est la plus petite possible. Les meilleurs pivots sont les 1 et les
—1.

4. Par des opérations élémentaires sur les lignes du type L; « «L; + AL (ou k est la ligne du
pivot et « est non nul), on fait disparaitre les inconnues de la colonne du pivot dans les lignes
qui sont en dessous de la ligne du pivot. En pratique :

e on réécrit, sans aucune modification, les premieres lignes qui contiennent déja un pivot
(celle du nouveau pivot et celles des anciens pivots) ;

e on calcule les coeflicients des dernieres lignes du nouveau systeme & partir des coefficients
de ’ancien systeme.
Dans I’exemple ci-dessous, pour obtenir 0 a la place du coefficient Djxj, tout en gardant
un systéme équivalent, il suffit de changer la ligne L; en la ligne .Lj — D;.L;. Le terme
Ax, devient alors Xxp avec X :A — D1 Ds.
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iI?k Dyx, (L) :ck Doy

Dll‘k A.’L‘g (Lj) 0 X.QSZ

-

v
ancien systéme avec le nouveau pivot P nouveau systéme

5. S’il reste des lignes qui ne sont pas de la forme 0 = cst en dessous du dernier pivot encadré, on
reprend le processus a ’étape 2.

6. Lorsqu’il n’est plus possible de choisir un nouveau pivot, le processus s’arréte. Le systeme obtenu
est alors échelonné et porte le nom de réduite de Gauss du systeme de départ. Cette réduite
n’est pas unique puisqu’elle dépend des pivots choisis.

Notons qu’'une légere modification de 'algorithme précédent permet d’obtenir une matrice échelonnée
réduite (par exemple, on peut normaliser tous les pivots (les rendre égaux a 1, en faisant des divisions
sur les lignes). Plus précisément I'algorithme de Gauss-Jordan' renvoie une matrice échelonnée
réduite :

r <0 # r est lindice de ligne du dernier pivot trouvé
pour j de 1 jusqu’a m # k décrit tous les indices de colonnes
rechercher max({|4; ;| : 7+ 1 < i< n})
noter k l'indice de ligne du maximum # Ay ; est le pivot
si Ay ; # 0 alors
r—r+1
diviser la ligne k par Ay ; # on normalise la ligne du pivot
si k # r alors
échanger les lignes k et r # on place la ligne du pivot en position r
fin si
pour ¢ de 1 jusqu’a n # on simplifie les autres lignes
si i # r alors
soustraire a la ligne ¢ la ligne r multipliée par A, ; # pour annuler A; ;
fin si
fin pour
fin si
fin pour

Théoréme 20 - Théoréme de Gauss—.]ordan.]

Toute matrice est équivalente par lignes & une unique matrice échelonnée réduite par lignes.

Démonstration.
L’algorithme de Gauss-Jordan fournit le résultat. O

Exemple 21 (suite de I’Exemple 10).

2 1 1|1 2 1 1|1 0 1 -3|3
2 -1 -1 —1|3 0 3 -3 1|1 0 0 -3 4 |-2
1 1 2 200zl o 3 1 3|-1|z| 0o o 6 | —4
1 -1 1 -2|2 0 0 -1 1 0 0 -1 1

1. Camille JORDAN, mathématicien francais (1838-1922)
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0o 0 -9 7 0o 0 o | M 0 0 o M
0 0 0 —14 0 0 0 —14 0 0 0| &
|l o o 6 | —4 || o o 0 |[-2 [Z] o o 0|-2
0 0 -1 1 0 0o 0 | & 0 0 0 i

4. Résolution des systemes linéaires

~— Définition 22. N

Un systeme linéaire est dit compatible s’il admet au moins une solution. Sinon, on dit qu’il
est incompatible..
On appelle condition de compatibilité du systéme la condition qui permet de rendre le
systéme compatible.

\. J

Remarque 23. Un systéeme homogene est toujours compatible.

r+2y = 3 . . R z+2y = 3
0 = 1 est incompatible. Le systeme 0 a1

compatible si et seulement si @ = 1 (la condition de compatibilité est donc a = 1).

est

Exemple 24. Le systéme {

Définition 25.

On appelle rang d’un systéme linéaire le nombre de pivots de la matrice échelonnée réduite
en ligne équivalente a la matrice en lignes du systeme.

r4+2y—z = -1
Exercice d’application 26. Déterminer le rang de (5) : 3y+z = 1
r+5y = 0
— La matrice associée du systeme est
12 -1 10 -2
03 1]~f0 1 1|,
15 0/"\0o o0 0

Définition 27.

Les inconnues correspondants aux colonnes des pivots sont appelées inconnues principales.
Les autres inconnues sont appelées inconnues secondaires (ou parameétres).

Exemple 28. Dans I’Exercice d’application 26, = et y sont les inconnues principales, alors que z est
un parametre.

Définition 29.

On appelle systéme de Cramer ? un systéme linéaire de n équations a n inconnues et de
rang n.
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Proposition 30.}

Un systeme de Cramer admet une unique solution.

Démonstration.

La matrice échelonnée réduite en lignes, équivalente en ligne a la matrice du systéme, est une matrice
diagonale. Le systéme correspondant admet donc bien une unique solution, d’ou le résultat. O
Remarque 31. Un systéme de Cramer homogeéne admet (0,0, ---,0) comme unique solution.

En pratique, on peut étre confronté a trois types de situations quand on résout un systeme linéaire
(S) de n équations & n inconnues, et de rang r.

1. Systeme incompatible : il y a au moins une équation du type 0 = «, o @ # 0, dans le systéme
équivalent.

2. Systéme compatible avec une unique solution : si r = p (le systéme est de Cramer, cf. Proposition
30);

3. Systeme compatible avec une infinité de solutions : si 7 < p. Les inconnues principales s’expriment
en fonction des parametres (qui sont au nombre de p — 7).

fviviiuidasesvdaiidaisvesdvviviiaidassdvviinividadssdvdvidinaidadesvviinviivssvviviniaidaisevivaliviieidivieieiivivielvielioiaiaieiaieiaieielvieloliold]

Remarque technique 32.
Pour résoudre un systéme linéaire, on applique 'algorithme de Gauss a la matrice augmentée.

Exercice d’application 33. Résoudre le systéme suivant, d’inconnue (z,y) € R? :

e +4y = 1
(S)'{4m+3y =1

— Avec la méthode de Gauss, on a :

(7 4 1)L1<_4£1—7L2 0 =3 ) Lo5L2+3L, 0 -3
301 L 31 L 0 | —4

13
L’unique solution de (S) est (5, 5).

Exercice d’application 34. Résoudre le systéme (S) suivant, d’inconnue (z1, o, r3,24) € C* :
200 — X9+ T3 — x4 =
1+ Ty +x3—24 =

(5):

I1+2$27$3+I4 =
4r1 —2x9 + 23 — x4 =

N = O =

— On applique la méthode de Gauss.

2 -1 1 [Hg [t 0 0 -1 0
@ 1 1-1 |0 | 0o 0 0|42
1 2 -1 1 |1 ]zl 0 0 0 00
4 [=2y 1 1|2 0 0 0 |-1

1 1
L’ensemble des solutions de (.5) est {(, —,t,t) ,te C}.

373
Jr—y+2z =1
Exercice d’application 35. Résoudre le systeme { z+3y—3z = 1 .
r+y+z = 1

2. Gabriel CRAMER, mathématicien genevois (1704-1752)
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— Le systéme n’admet pas de solution (les détails du calcul sont laissés en exercice).
QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOO VOOV OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 36. Il faut étre vigilant lorsque le systéme comporte des parametres. Puisqu’il
est interdit de choisir un pivot nul, on peut étre amener a discuter suivant la valeur des parametres.

Exercice d’application 37. Soit a € R. Résoudre le systéme (S) suivant, d’inconnue (x1, z2, x3).

r1+2x94+2x3 = a
(5) 209 + 520 +3x3 = a+1
’ 1 +a0+4x3 = 2a
1'1+41'2—£L'3 = 0
— On applique la méthode de Gauss :
@ 2 1 a 10 0[3a—1
2[5l 3 |ati [ [0 10| %-a
1 1 @ %2 L 0 0 4 1
1 4 3 0 0 00| a—-1

Le systéme (S) est compatible si et seulement si a = 1. Lorsque a = 1, le systéme admet une seule
5 11
solution [ =, ——, — ).
(4’ 4’ 4>

Exercice d’application 38. Soit a € R. On consideére

z—ay+(a+1)z = 1
(S): ar—y+2az = a+2
r—y+(1l—-a)z = 0

d’inconnue (z,y,2) € R3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que (S) soit
compatible.

<— On a

—a a+1 1 —a a+1 1
a —1 2a a+2 0 —14+a%2 a—a?]| 2
1 -1 1-—a 0 0 —1+4+a —2a -1

e Supposons a # 1. Alors

—a at+1l | 1 —a a+1 1
0 (ea—1)(a+1) ala—1)| 2 ~ 0 0 3a(a+1) |a+3
0 —2a | -1 0 [a—1 —2a ~1
—a a+1 1
~p | 0 ~2 | -1

0 0 3a(a+1) |a+3

Sia#0etas# —1, le choix du dernier pivot est possible et le systéme est compatible.

e Sia=1,ona

et le systeme est incompatible.

e Sia=0,0na

et le systeme est incompatible.
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e Sia=—-1,0na

1 01
0 -2 2|-1
0 0 0f2

et le systeme est incompatible.

Finalement, (S) est compatible si et seulement si a € R\{0, —1, 1}.

QOOOOOVOOOOOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOOVOOOOOVVO VOOV VOOOOVVO OOV VO OOV V VOOV OOOOOVOV VOOV VOOOOOV VOOV OOOOOOOOOOO0

Proposition 39 - Structure de 1’ensemble des solutions. |

J

Si le systéme (S) est compatible, alors toute solution de (S) s’écrit comme la somme d’une

solution particuliere et d’une solution homogene.

Démonstration.

Puisque le systéme est compatible, il admet une solution (21, ..

(Y1, ..., yp) est solution de (S) «— <

an,1Y1 + an2Y2 +

I

a1,1Y1 +a12y2 + -+
a21Y1 + az22y2 + - -

an,1Y1 + Gn2Y2 + -+
ai1yr +ar2y2 + -+
a21Y1 + a22y2 + - -

+a1pYp
+ az2,Yp

+ anpYp
+a1pYp
+a2,pYp

e + an,pyp

Vie [[Lpﬂ?mi —Yi = hi
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. p) € KP. Soit (y1,...,yp) € KP.

by
ba

bn

ai1x1 +ay2xe + - -
a21T1 + G22T2 + - - -

Ap 121 + Qp2X2 + - -
(1 — y1,...,Zp — Yp) est solution du systéme homogene
il existe une solution homogene (hy, ...

,hp) telle que

+ a1,pTp
+ az2pTp

+ GnpTp

PCSI 2
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