Limites et continuité

1. Propriétés locales d’une fonction

Définition 1.

On appelle extrémité d’une partie D de la forme I \{a} ou I est un intervalle d’extrémités b et ¢, avec
(b,c,a) € (R)? x R.

Exemple 2. Les extrémités de [1; 3[ U ]3; +oo[ sont 1, 3 et 4o0.

~— Définition 3.

Soit a € R.
e Cas ou a € R. On appellera voisinage de a tout intervalle du type Ja — h; a + k], avec h > 0.
e Cas ol @ = +o0. On appellera voisinage de +o tout intervalle du type |A; +o0], avec A € R.

e Cas oll a = —o0. On appellera voisinage de 4o tout intervalle du type |—c0; A[, on A € R.

\.

J

Exemple 4. e La fonction f:z —> L est supérieure a 1 au voisinage de 3 (sur ]0; 1[ par exemple) et bornée au

voisinage de +00 sur ]1; +00[ par exemple).

e La fonction logarithme est définie au voisinage de 0 (sur ]—1; 1[ n R} par exemple).

~— Définition 5.

Une fonction f € F(D,R) admet un maximum local (resp. un minimum local) en a € D §'il existe un
intervalle ouvert V' contenant a tel que

VeeV D, f(r) < fla)  (resp. f(z) = f(a)).

Un extremum local de f est un maximum local de f ou un minimum local de f.

Exercice d’application 6. Montrer que la fonction g : * — 2> — 3z admet un maximum local en —1.

— Il suffit d’étudier les variations de la fonction. On a par exemple que le maximum de g |],5 ;1 est 1.

T —0 -1 1 +00

2 +00
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2. Limites

Dans tout ce paragraphe on notera D une partie de R de la forme I ou I\ {a}, avec a € R et I un intervalle.

2.1. Limite finie d’une fonction en ¢ € R

~— Définition 7. N

e Casouac€R: on dit que f admet une limite finie £ € R en a si
Ve>0,3dn>0,VzeD, |r—a<n = |f(z)—{ <e.
e Cas ou a = 4+ : on dit que f admet une limite finie / € R en 40 si
Ve>0, iM eR, Vze D, z>M = |f(z)—{| <e.
e Cas ou a = — : on dit que f admet une limite finie / € R en —o0 si

Ve>0,IMeR, VzeD, z<M = |f(z)—/{| <e.

lim f(z) = ¢ i f(z) = ¢ lim f(z) =
y \ y=f(z))
A
l+e
y:f(r)/
£
/ t4e y = f(z) e
0 ¢
l—¢ {—¢ l—e
a—n @ a—n . M g M -

Remarque 8. Comme pour les suites, on peut remplacer les inégalités strictes par des inégalités larges dans la
définition. De plus, on peut remplacer € par ¢ - e, ot ¢ > 0 est une constante (indépendante de tous les autres
parametres).

Remarque 9. On peut écrire une définition plus compacte a l'aide des voisinages :

Ve>0,3VeV(a), zeV = |f(z)—{ <e.

,—EProposition 10.] <

Si f possede une limite finie £ € R en a € R, alors cette limite est unique.
Dans ce cas, on note

lim f(z)=¢  ou li;nf ={ ou flz) — ¢

Tr—a r—a

\. J

Démonstration.
On fait la preuve dans le cas o a € R (elle s’adapte facilement aux autres cas).
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Raisonnons par I’absurde et supposons que f admettent deux limites ¢; et {5 distinctes en a. Posons € = @ >0
Par définition de la limite en a, on a
Im >0, Ve el, |z —a|l <n = |f(x) — ]| <e,
et

Ine >0, Veel, |[x—a| <= |f(z) — b2 <¢,
Notons 19 = min(ny,n2). Soit x € I tel que |z — a| < ng. Alors :

6= o] = (s = £(@) + (f(&) = )] < 1F(@) — 6] + 17(@) — o] < 2163~ o).
D’ou |€1 — €2| = 0, puis 61 = 52.

Exercice d’application 11. Montrer, avec la définition, que la fonction racine carrée tend vers 0 en 0.

< La fonction racine carrée est bien définie au voisinage de 0 et, pour € > 0, il suffit de prendre n = ¢? pour avoir

Vo =0, (lz—0/<n) = (Vo -0 <e)
Exercice d’application 12. La fonction R*

— R tend vers 0 en +o0.
x — 1

x

— FEn effet, étant donné € > 0, il suffit de prendre A = % pour avoir

Yz e R*, (x}A):(|é—0|<6).

2.2. Limites infinies

On dit quune fonction réelle f tend vers +o0 en a € R lorsque f(x) est aussi grand que I'on veut dés que z est assez
proche de a.

~— Définition 13.

e On dit que f tend vers +0o0 en a € R ssi elle vérifie

VAeR, dn>0, VzeD,

(Jo —a| <n) = (f(z) = A).
e On dit que f tend vers +o0 en +0o0 ssi elle vérifie

VAeR, dBeR, VzeD,

e On dit que f tend vers +0o0 en —oo ssi elle vérifie

VA eR,

iBeR, VxeD,
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lim f(z) =+ lim f(x) =400

T—a r——+00

y = |f(x)

~— Définition 14. N

e On dit que f tend vers —oo en a € R ssi elle vérifie
VAeR, 3In>0, VzeD, (lo —a| <n) = (f(z) < A).
e On dit que f tend vers —oo0 en +c0 ssi elle vérifie
VAeR, 3IBeR, VzeD, (x> B) = (f(z) < 4).
e On dit que f tend vers —oo en —oo ssi elle vérifie

YAeR, 3IBeR, VzeD, (x < B) = (f(z) < 4).

\. J

A Attention A. On utilisera la notation lim f(z) uniquement aprés avoir montré que f converge en a, que f
r—a

diverge vers 400 en a ou que f diverge vers —o0 en a.

Remarque 15. Soit a € R. On peut compacter les trois cas de la Définition 14 comme suit :

lim f(z) = +0 <= (VAeR, IV eV(a), Vxe D, zeV = f(z)= A).

r—a

De méme, on peut écrire la Définition 13 de maniére plus synthétique :
lim f(z) = —0 <= (VAeR, IV eV(a), VzeD, zeV = f(z)<A).

Enfin, on peut regrouper toutes les définitions sur les limites ainsi, ot (a, £) € (R)? :

lim f(z) =4 <= (YU e V({(), I3V e V(a), Ve D, zeV = f(z)eU).

r—a

r—EProposition 16 - Unicité de la limite dans E.} N

Si une fonction f posséde une limite £ € R en a, alors cette limite est unique. Lorsque £ = 400 ou £ = —0,

on note encore :
lim f(z)=¢  ou limf=¢ ou flz) — ¢

r—a r—a

\. J

Démonstration.
Il suffit d’adapter la démonstration de la proposition de I'unicité de la limite finie. O

Exemple 17. lim |z] = —w et lim |z]| = +o0.
r——00 ——+00
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2.3. Propriétés des limites

Théoréme 18.

Siae D etsifadmet pour limite le nombre £ € R en a, alors £ € R et £ = f(a).

Démonstration.
Supposons par 1’absurde que f admette une limite ¢ en a, avec £ # f(a).

e Supposons £ = 400. Il existe un voisinage V' de a tel que, pour tout x € D "V, f(z) > f(a) + 1. En particulier,
puisque a € D n V, alors f(a) = f(a)+ 1, ce qui est absurde. Ainsi £ # 4o0.

e De méme, on montre que £ # —o0.

e Onadonc feR, et £ # f(a). Posons e = %|€ — f(a)| > 0. Puisque f a pour limite ¢ en q, il existe un voisinage

V de a tel que, pour z € D NV, |f(2) — {| < e. En particulier, puisque a € D 'V, |f(a) — ¢| < 3|f(a) — €], ce
qui est absurde.

Finalement, ¢ = f(a). O

Proposition 19.}

Si f admet une limite finie en a € R, alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration.
Traitons le cas ou a € R. Notons ¢ = lim f(x). Pour ¢ = 1,

In>0,Veel, |zx—a|l<d=|f(x)—¢ <L
Ainsi, pour x € I n[a —n; a+ 1),
|f()] < [f(z) =L+ [e] < 1+ |4

donc f est bornée au voisinage de a. O

Proposition 20.}

Soit « et 8 deux nombres réels. Si f posséde une limite finie £ en a et si £ € Ja; 5], alors f prend ses valeurs
dans Ja, 8] au voisinage de a.

Démonstration.
Traitons le cas ol a € R. Soit ¢ < min{l — o, 8 — £} (de sorte que o < £ — e et £ + ¢ < (), on obtient pour z au
voisinage de a,

a<l—e< f(z)<l+e<p.

O
Corollaire 21.
Si f possede une limite strictement positive en a alors f est minorée par un nombre strictement positif au
voisinage de a.
Démonstration.
Il suffit de prendre o = % > 0 dans la proposition précédente. O
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Remarque 22. Le résultat est faux si la limite est nulle. Par exemple f : x — x possede une limite nulle en 0 mais
n’est pas positive au voisinage de 0.

Remarque 23. On peut en déduire que si f admet une limite non nulle en a, alors f est non nulle au voisinage de
a : il suffit d’appliquer le corollaire précédent & |f|.

,—[Théoréme 24 - Passage a la limite dans une inégalité.} \

Soit f et g deux fonctions réelles définies sur D et a un point ou une extrémité de D. Si f et g admettent
une limite en a (finie ou non), et si f < g au voisinage de a, alors

lim f(z) < lim g(x).

r—a r—a

Démonstration.
Démontrons ce résultat par ’absurde : supposons que lim f(z) > lim g(z).
r—a r—a
Alors lim (f — g)(x) > 0 donc f — g est strictement positive au voisinage de a ce qui est absurde. O
r—a

A Attention A. Le résultat précédent est faux avec des inégalités strictes !!!

Si f < g au voisinage de a, alors lim f < lim g mais on n’a pas nécessairement lim f < lim g.
a a a a

Exemple 25. Soit f:z +— %7 g la fonction nulle (c’est-a-dire g :  — 0) et @ = 400, on a f > g au voisinage de
+oet lim f(z)=0= lim g(x).
x—+00 T—+00

Théoréme 26 - Caractérisation séquentielle de la limite.J

Soit f € F(D,R) une fonction réelle et a un point ou une extrémité de D.
La fonction f a pour limite £ en a si et seulement si, pour tout suite (z,)nen d’éléments de D qui converge
vers a, la suite (f(2,))nen a pour limite /.

Démonstration.
Traitons le cas oit a € R (les cas a = —0 et a = 40 sont similaires) et £ € R.

e Supposons que lim f = £ et considérons une suite (u,)n,en € DN qui converge vers a. Puisque lim f = ¢, il existe
a a

n > 0 tel que
VeeD, (lz—al <n) = (If(z) | <o)

Comme limu,, = a, il existe N € N tel que
Vn = N, |u, —al <n.

Alors
VneN, (n=N)= (Ju, —a| <n) = (|f(un) — £ <)

et donc lim f(u,) = £.

e Pour la réciproque, raisonnons par contraposition en supposant que f n’admet pas ¢ pour limite en a, c’est-a-dire
deo >0, V>0, 3z, € D, (|z, —a| <n et |f(z,) — £ >¢).

En prenant n = % pour chaque n € N*, on obtient I'existence de u,, € D (ici u, = x1/,,) tel que

et |f(un)—¥| > ¢).

S|

(lun —al <

On voit alors que la suite (up)nen dans D ainsi construite vérifie limu,, = a et (f(un))nen ne tend pas vers £.
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QOOOOOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOVOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOVOOOVOOOOVOOOOOOVOOOOOOOOVOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 27. Cette proposition s’utilise souvent pour montrer qu’une fonction f n’admet pas de limite
R -ila ) ; g . i

enacR:il buPAﬁt d’exhiber deux suites (Un)neN €t (Vn)nen tendant vers a telles que les suites (f(un)), €t (f(0n)), n

n’ont pas la méme limite.

Exercice d’application 28. Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en 4oc0.

™
— Pour tout n € N, posons u,, = nw et v, = 5 + 2nm. Les suites u et v divergent vers +00, et, pour tout n € N,
sin(u,) = 0, sin(v,) = 1, donc sin n’admet pas de limite en +oo.

x

i

Exercice d’application 29. Montrer que la fonction f : z — n’a pas de limite en 4-o0.

— Oun a, pour tout n € N, f(n) = 1. Par ailleurs,

U oy

Ainsi f n’est pas convergente.

—
4_
|~

~—

3
14
5
5

QOOOOOOOOOOOVOOOOOOVOOOOVVOOOOOVVOOOOVOVOOOOOVVOO OOV O VOOV V OO OOV OOOOOVV OO OOV V VOOV O OO OOV O VOOV VOOOOOVOOOOOOVO VOOV OOOOOOOOOOO

2.4. Limite a droite, limite a gauche

~— Définition 30. ; N

e On dit que f admet £ € R pour limite & droite en a si la restriction de f & Ja; +00[ N D admet £
pour limite en a. On la note lim+ f(z) ou lim f(x).
r—a

r>a

e On dit que f admet £ € R pour limite & gauche en a si la restriction de f & |—o0; a[ n D admet ¢
pour limite en a. On la note lim f(z) ou lim f(x).
r—an z<a

\. J

Remarque 31. 1. Dans le cas ou £ est un réel, ces deux définitions s’écrivent avec des quantificateurs de la fagon
suivante :

VAeR, Vn>0, VeeD, (O<z—a<n) =|f(x)—{ <e¢

pour la limite a droite, et
VAeR, Vn>0, VeeD, (—n<z—-a<0)=|f(x)—¢<e

pour la limite a gauche.

2. Dans la définition précédente, les intervalles |a; +00[ et |—00; a[ sont ouverts en a. Autrement dit, la valeur de
f en a n’intervient pas dans l'existence et la valeur de la limite a droite ou a gauche.

1
Exemple 32. lim, g+ — =+ et lim tan(x) = +oo.
X z—>%_

Exercice d’application 33. Soit m € Z. Déterminer les limites a droite et & gauche de la fonction partie entiere en
m.

— Pour tout z € Jm — 1; m[, [z] =m —1, d'ott lim |z| =m — 1. De plus, pour tout z € Jm; m +1[, [z| = m, d'ou
r<<m

Jim le = m.

r>m
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,—[Proposition 34.} \

1. Si f admet £ € R pour limite en a alors f admet une limite & droite et & gauche en a toutes les deux
égales a ¢ (si tant est que f est définie & gauche ou & droite de a).

2. Soit a est un réel en lequel f est définie. Si f est définie & gauche et a droite de a, et si

lim f(z) = lim f(z) = f(a)

T—a~ z—a™t

alors f tend vers f(a) en a.

\. J

/A Attention A\. Le point 2. de la proposition précédente n’est pas exactement la réciproque du point 1. D’ailleurs,
la réciproque de 1. est fausse en général (voir exemple suivant).

0 si x#0 . . . .
1 s w=0" On a wli,r(l)l— fz) = gcll)rél+ f(z) = 0. La proposition assure que si f

admet une limite, celle-ci est nécessairement 0.
Posons € = % Pour tout n > 0, on a 0 = |0 — 0] <, alors que |f(0) —0] =1 > . f n’admet donc pas 0 comme limite.
La proposition assure en outre que f n’a pas de limite en 0.

Exemple 35. Soit f : x — {

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 36. La proposition peut étre utile pour démontrer qu’une fonction n’admet pas de limite en
un point (cf. Pexemple précédent ou Iexercice d’application qui suit).

Exercice d’application 37. La fonction f : z — |—|z|| posséde-t-elle une limite en 07

— Pour tout z €]0; 1], f(x) = |—z] = —1, donc ml_i)rng f(z) = —1. De méme, pour tout z € |]—1; 0[, f(z) = |z| = -1,
donc lim f(z) = —1. Par contre, f(0) = 0, ce qui empéche de conclure que f admet une limite en 0. Démontrons que
ca n’ersg)(l))as le cas, c’est-a-dire que f ne converge pas vers —1 (seul candidat possible d’aprées la proposition) : posons
=5 Pour tout n > 0,ona |0 <net|f(0)+1]=1=> 3 Ainsi f ne converge pas vers —1 en 0, donc f n’admet pas
de limite en 0.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

~— Définition 38. N

Soit a est un réel en lequel f n’est pas définie, tel que f est définie & gauche et a droite de a. Si f possede
une limite a gauche et une limite a droite et si

lim f(z)= lim+f(x):€€E

r—a r—a

alors on dit que f tend vers £ en a.

Exercice d’application 39. Déterminer, si elle existe, la limitede g: R* — R en 0.
z — 0

— Ona lim g(z) =0= lim g(z), dou lirr%)g(x) =0.
r—

z—0~ z—0t

3. Opérations sur les limites

Remarque 40. Il est souvent pratique de se ramener a une limite en 0 en posant x = a + h : la limite en a € R de
x — f(x) existe ssi la limite en 0 de h — f(a + h) existe et dans ce cas

lim f(2) = lim f(a+ ).
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,—[Proposition 41 } \

Soit f et g deux fonctions définies sur D et a un point ou une extrémité de D. On suppose que lim f(x) = ¢
r—a

et lim g(z) = ¢ ou £ et £ sont deux éléments de R.
r—a

1. Sila forme £ + £’ n’est pas indéterminée alors lim (f(x) + g(x)) = £+ £'.
2. Si la forme £ x ' n’est pas indéterminée alors lim (f(z)g(x)) = £¢'.

3. Si ¢ est un réel tel que ¢’ # 0, alors la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a donc la fonction

1
— est définie au voisinage de a et lim — = —
9

z—a g(;(;) Vi
1
4. Si V' = +00 ou ¥ = —0o0, alors la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a donc la fonction — est
g
1
définie au voisinage de a et lim — = 0.
a—a g(x)
5. Si#/ =0 et si g est strictement positive (respectivement strictement négative) au voisinage de a, alors
la fonction — est définie au voisinage de a et lim —— = 400 (respectivement lim —— = —0).
g a—a g(z) a—a g(x)
Démonstration.

On va utiliser les opérations sur les limites de suites et la caractérisation séquentielle de la limite pour étendre ces
propriétés aux limites de fonctions. On démontre le point 1. (les autres preuves se ménent de la méme maniére).

Soit (un)nen € DN qui converge vers a. Par la caractérisation séquentielle de la limite, on a hIE fluy) = £ et
n——+0o0

HIE g(u,) = ¢'. Par opérations sur les limites de suites, on a lirf flun) + g(un) = £+ . Or ceci est vrai pour
n——+00 n——+00

toute suite u qui tend vers a. Par la caractérisation séquentielle de la limite, on a donc lim f(x) 4+ g(z) =4+ ¢. O
r—a

Remarque 42. 1. Les résultats sur la limite de 5 en a se déduisent en combinant le point 2 & I'un des points 3,4,
et 5.

2. Dans la proposition précédente, tout reste vrai si 'on remplace la limite en a par la limite a gauche en a ou la
limite & droite en a (lorsque cela a un sens).

3. Dans tous les cas « indéterminés », on peut avoir une limite finie, une limite infinie ou pas de limite. Pour trouver
la limite dans les cas particuliers il faut « lever I'indétermination », c’est-a-dire transformer ’expression pour ne
plus avoir de forme indéterminée.

Pour les indéterminations (+o0) + (Foo), 0 x (+o0),
facteur.

+

0
o0

une méthode consiste a mettre le terme dominant en

H+

Proposition 43.}

Soit f € F(D,R) et a un point ou une extrémité de D. Soit g € F(E,R) et b un point ou une extrémité
de E. On suppose que f(D) c E de sorte que 'on puisse considérer la fonction g o f de F(D,R).
Si f admet pour limite b en a, et si g admet pour limite £ € R en b, alors g o f tend vers £ en a.

Démonstration.
On fait la preuve uniquement pour (a, b, £) € R3. Soit ¢ > 0. Par définition de la limite de g,

>0, VyeE, (y—b<v=lgly)—{ <e).
Ensuite, la définition de la limite de f donne

B> 0, Vael, (je—a <n=|f(&)—b <v).

On a donc, pour tout z € D nla—n; a+nl], |g(f(z)) — ¢| < e, ce qui permet de conclure. O
1 1 Si
Exemple 44. lim zsin (7> =1lcar lim — =0 et lim sin(y) =1
xr—00 x€X x—0 I y—0 Yy
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4. Théoremes d’existence de limite

f—[Théoréme 45 - Théoréme d’encadrement.] N

Soit a € R, f,g,h trois fonctions réelles définies sur D, a un point ou une extrémité de D et £ € R.
Supposons que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

(a) f < g < h au voisinage de a.
(b) lim f(z) =¢.
(c¢) lim g(z) =¢.

Alors g admet une limite en a, et plus précisément lim g(z) = a.
T—a

\ J

Démonstration.
On fait la preuve dans le cas ot a € R. Soit € > 0. Par définition de la limite :

I, Veel, (lz—al<m=|f(z)-{ <e),

Ing, Yeel, (lz—a|<m = |h(zx)—{ <e),

De plus, il existe 13 > 0 tel que, pour tout € D n [a —n3; a +n3], f(x) < g(x) < h(z). Posons n = min(n,n2,n3).
Pour tout x € I N [a —n; a+ 1),
t—e< f(z)<g(z) <h(z)<l+e,

donc |g(z) — €| < &, et ainsi lim g(z) = ¢. .

r—a

Remarque 46. On notera, qu’au contraire du théoreme de passage a la limite dans une inégalité, le théoreme
d’encadrement

fournit a la fois 'existence d’une limite finie & une fonction et la valeur de sa limite.

2 .
Exercice d’application 47. Pour tout « € R, on pose f(x) = %5 Déterminer la limite de f en +o0.
x
— Soit x € R. On a :
22 -1 < f2) < 2?41
= o L L4 Tr) s
222 +1 222 +1
s s s 1
d’on xgrfoof(x) =3
Corollaire 48. 3

Soit a € R soit f et g deux fonctions définies sur D, a un point ou une extrémité de D, tels que |f| < g au
voisinage de a. Si g posséde une limite nulle en a alors f posséde également une limite nulle en a.

,—[Théoréme 49 - Théorémes de minoration et de majoration.] <

Soit a € R et f et g deux fonctions définies sur D, a un point ou une extrémité de D, tels que f < g au
voisinage de a.

1. Si f tend vers 400 en a, alors g tend également vers +o0 en a.

2. Si g tend vers —o0 en a, alors f tend également vers —oo en a.
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Démonstration.
Traitons le cas ou a € R, et ne démontrons que le théoréme de minoration. Supposons donc 11111 f(z) = +o0. Soit
T—>+00

A > 0. Il existe n; > 0 tel que, pour tout x € D n[a —n1; a+m], f(x) = A. De plus, il existe 1, > 0 tel que, pour
tout € D na—mn2; a+mne], g(x) = f(z). Posons n = min(ny, n2). On a, pour tout € D na—n; a+1n), g(z) = A,

d’on IEIEOO g(z) = +o0. O
r—[Théoréme 50 - Théoréme de la limite monotone.] \

=2
Soit (a,b) € R™ avec a < b, et f une fonction croissante (resp. décroissante) sur 'intervalle Ja ; b].

1. Si f est majorée (resp. minorée) sur |a; b, alors f posséde une limite finie & gauche en b et

T f(2) = sup({f(x) : wela; b}) (resp. Tim f(x) = mf({f(z) : @ eJas b)),

2. Si f est minorée (resp. majorée) sur |a; b[, alors f posséde une limite finie & droite en a et
xl_l)l’(I11+ fx) =inf({f(z) : z€]a;b]}) (resp. xl_1)r£1+ f(z) =sup({f(x) : z€]a;b[})).
3. Si f n’est pas majorée (resp. minorée) sur Ja; b[, alors lir})l_ f(z) = 40 (resp. —o0).
4. Si f n’est pas minorée (resp. majorée) sur |a; b, alors lim f(x) = —o0 (resp. +00).
Démonstration.

Supposons que f est croissante sur U'intervalle Ja ; b].

1. La fonction f étant majorée, 'ensemble {f(x) : x € ]Ja; b[} est non vide et majoré, ce qui justifie Pexistence de
¢ =sup({f(z) : z€]a; b[}). Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, on sait qu’il existe zg € Ja; b|
tel que £ — e < f(xp) < £. Comme la fonction f est croissante et majorée par ¢, on en déduit que pour tout
x =z, L —e < f(x) < L. On a donc démontré que

Ve >0, dxg €a; b], Yo = xo, |f(z) — ] <&,

ce qui établit la convergence de f vers /.

3. Soit A € R. Comme f n’est pas majorée, le nombre A n’est pas un majorant de f, c’est-a-dire qu’il existe
xo € |a; b tel que f(xp) = A. Comme f est croissante, on en déduit que pour tout x > xg, f(z) = A. On a donc

démontré que
VA >0, dxzg €la; b[, YV =z, f(z) = A,

ce qui démontre la divergence de f vers +o0 quand x tend vers b.

Le cas ol f est décroissante se déduit en considérant —f a la place de f. Les points 2. et 4. se déduisent de 1. et 3. en
considérant : z — f(—z) a la place de f. O

On en déduit le résultat suivant.

~— Corollaire 51. N

Soit f : D — R monotone, et a € D tel que a ne soit pas une borne de D. Alors f admet des limites
finies & gauche et a droite en a. Plus précisément,

1. Si f est croissante, lim f(z) < f(a) < lim+ f(x).
r—a Tr—a

2. Si f est décroissante, lim+ f(z) < f(a) < lim f(x).
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Démonstration.
Montrons le résultat dans le cas ou f est croissante, et notons c et d les bornes de D. L’application f ‘]c ;a[ €8t croissante,
et pour tout z € |¢; a[, f(z) < f(a), donc cette fonction est majorée. Ainsi elle admet une limite en a~. De plus, pour
tout x € |e; al, f(z) < f(a) et en passant a la limite quand « tend vers a~, on obtient lim f(z) < f(a).

r—a—

De méme, en considérant f |]a‘d[, on montre que lim f(z) existe et est supérieure ou égale & f(a). O
’ r—a™t

Remarque 52. Ces deux inégalités peuvent étre strictes (penser & la fonction partie entiere). On verra dans un
paragraphe suivant 'on peut établir la continuité d’une fonction si les inégalités sont des égalités.

Exercice d’application 53. On considere F: Ry — R . Montrer que F' admet une limite finie en
xXr
x — f e dt
0
~+00.

— On remarque que F' est croissantezcomme prignitive d’une fonction positive. Il suffit donc d’établir qu’elle est
majorée. On a, pour tout t € [0; 1], e”" < lete " <e !sit> 1. Ainsi, pour tout = > 1,

1 T 1 T
F(m):Je_tht—l—f e_tzdtéf dt—l—f efdt=1+e ' —e®<14+el.
0 1 0 1

Ainsi F est croissante, majorée par 1 +e~! : elle admet donc une limite finie en 4+00 (on peut établir, mais c’est plus
difficile, qu’elle vaut @)

5. Relations de comparaison : cas des fonctions

Soit @ € R. Dans ce paragraphe, on consideére des fonctions f, g et h définies au voisinage de a.

5.1. Présentation

~— Définition 54. N

Pour cette définition, g peut s’annuler au voisinage de a. On dit que f est :

1. dominée par g au voisinage de a s’il existe une fonction ¢ bornée au voisinage de a telle que f = ¢ x g.
On note f(z) = O(g(z)) ou f=0(g).
r—a a
2. négligeable devant g au voisinage de a s’il existe ¢ de limite nulle en a telle que f = ¢ x g. On note
f = olg(x)) ou f=olg).

3. équivalente & g au voisinage de a s’il existe ¢ de limite égale & 1 en a telle que f = ¢ x g. On note

f@) ~. g@)onf~g.

1
Exemple 55. l.x = o(ac2) car, pour tout z € R, z = — X z avec lim — =0.
r——400 xT T—>+0 T

2. z? :00(90) car, pour tout z € R, 22 = 2 x , avec lim z = 0.

r— x—0
Remarque 56. e f est bornée au voisinage de a si et seulement si f=0(1).
a

e f converge vers 0 en a si et seulement si f =o(1).
a

o f=olg) = f=0(y).

A partir de la définition, on obtient immédiatement la proposition suivante :
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,—[Proposition 57.} \

Dans le cas ou g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf peut-étre en a,

o f(z)

O(g(x)) si et seulement si f est bornée au voisinage de a;
g

[ xr) = O X si et seulement si f(l') —
(@) =, olo@)) s et senlement si 5 —
)

r—a

flz

o f(x) e g(x) si et seulement si (@) =

Démonstration.

11 suffit de choisir ¢ = g dans la définition. O

On supposera pour toute la suite que les fonctions f, g et h ne s’annulent pas au voisinage de a (sauf peut-étre en a).
Autrement dit, on suppose qu’il existe un voisinage V de a tel que, pour tout z € V, f(x) # 0, g(z) # 0 et h(z) # 0.

Exemple 58. 1. z%sin(23) 200(372). En effet  — 22 et @ — 2?sin(z?) sont définies sur R* et, pour tout
z—>
2 @i (3
x? sin(z
x
P x?
2. Sip<gq,2? = o(x?) et 27 = o(zP). En effet © — 2P et 27 sont définie sur R* et lim — =0 = lim —.
T——+00 z—0 z——+o0 9 x—0 P
Inz
3. In(x) = o(¥x). En effet, par croissances comparées, lim —— =0.
T——+00 >+ 3

P
Exercice d’application 59. Soit pe N, (ag,a1,...,a,) ERP xR* et f: 2 —> Z apz”®. Déterminer un équivalent
k=0
simple de f au voisinage de 0, puis au voisinage de +0o0.

— Notons K =min {k € [0,p] | ar # 0} (Pensemble est non vide car a, # 0 et est fini). On a f(x) zoaK:vK.
x

—

f(z) o
. B k _ »
Puisque S=1+ E — > f(@) o W

p
ap® P S
—> 0
x—>—+00
Par exemple, 223 + 422 + mx = wx et 223 + 422 + 71z = 22
z—0 xT—+00

5.2. Propriétés

Les propriétés données ci-apres sont tres semblables & celles données dans le chapitre sur les suites (mise & part la
Proposition 69). Les preuves sont similaires.

,—[Proposition 60 - Transitivité.} \

e Si f=0(g) et g=0(h), alors f=0(h).
e Si f=o0(g) et g=o(h), alors f=o(h).
e Si f~get g~h,alors f~h.
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,—[Proposition 61 - Somme.} <

o Si ffO(h) et ng(h), alors f—i—ng(h).
o Si ffo(h) et gfo(h), alors f—i—gfo(h).

. J

A Attention A. On ne somme jamais des équivalents!

,—[Proposition 62 - Produit.] <

Soit f1, f2, g1, g2 quatre fonctions définies au voisinage de a et qui ne s’annulent pas au voisinage de a, sauf
peut-étre en a.

e Sifi 70(91) et fa 70(92), alors f1 fo 70(9192)
e Sify 70(91) et fo 70(92)7 alors fi fo 70(9192)
e Sif ~guet fo ~ 92, alors f1 fo ~9192.

,—[Proposition 63 - Quotient.] <

Soit f1, fa, g1, g2 quatre fonctions définies au voisinage de a et qui ne s’annulent pas au voisinage de a, sauf
peut-étre en a.

Si f1~g1 et fo~go, alors % ~ &, sous réserve de définition des quotients.
a a

2 @ g2
,—(Proposition 64 - Puissances.] |

Soit a € R. Si f ~ g, alors f¢~ g“.
a a

,—(Proposition 65 - Symétrie.} |

Onaf:g<=>g;f.

~— Théoréme 66. 2

Ona f~g<f—g=o(g)
En particulier, si h=o0(f), alors f + h~ f.

~— Théoréme 67. 3

Si f~g, alors f et g sont de méme signe strict au voisinage de a.
a
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Théoréme 68.

Si f ~g, alors f a une limite en a si et seulement si g a une limite en a. Le cas échéant, lim f = lim g.
a a a

Proposition 69 - Changement de variable dans un équivalent.}

Si f~g et ¢ est une fonction de limite a en b, alors f o (b;g o ¢ (en prenant garde & ce que ¢ et les
a

composées soient bien définies).

Démonstration.
X
On a (—) —> Ll et ¢(x) —a donc, par composition de limite, on obtient le résultat. O
g Xr) T—a r—

5.3. Comparaison des fonctions usuelles

~— Théoréme 70. 3

Soit (v, B,7,6,a,b) e R6 avec 0 <a < B,0<vy<detl<a<b.

e Comparaison des « infiniment grands » usuels en +oc0.
|In(z)]" « |In(z)]® « 2¢ « ¥ « a® « b® « x%.
e Comparaison des « infiniment petits » usuels en +o0.

1<<1<<1<<1<<1<< L « !
¢ b a® 2P ze | In(x)]® T |In(x)]Y

e Comparaison des « infiniment grands » usuels au voisinage de 0.

1 1
gl
[In(z)|” « — <5
e Comparaison des « infiniment petits » usuels au voisinage de 0.

2P « 2P| In(z)| « z°.

5.4. Equivalents classiques

r—EProposition 71 - Equivalents classiques.} N
e sin(z) ~ . e sh(z) ~ «a.
z—0 z—0
x? 22
1-— ~ —. — ~ ==
° cos(x) 0 D o 1 ch(x) e 5
° tan(m) m:O xT. ° ln(1+x) w:O xT.
e (1+2)*—1 ~ o ee”—1 ~ =
z—0 z—0
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Démonstration.
sin(z)  sin(z) — sin(0)

Puisque sin est dérivable en 0 avec sin’(0) = 1, on a = 5 - 1.
X X — T—
2 2
Pour tout « € R, cos(z)—1 = 722 sin? (%) Or Zin (g) o g On a donc sin? (%) o %, puis cos(z)—1 o “T22
h -1 sh
Pour tout z € R, ch(z)—1 = Cch((;))+ = c;(x)(? T Or sh?(x) o z? et xEIf@(Ch(ﬂC)—i—l) = 2,d’ouch(z)—1 0 T
Les autres équivalents sont laissés en exercice. O

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 72. On peut obtenir des équivalents en d’autre point qu’en 0, en faisant un changement de
variable (cf. Proposition 69).

Exercice d’application 73. Déterminer un équivalent au point a, pour chacune des fonctions suivantes :
1. x — In(z) en a = 1;
z—> sh(1) en a = +w;
x> cos(z) ena= 7 ;
x> 4/cos(z) —lena=0;
us

r — tan(z) en a = 3.

G LN

1. On a, pour tout > 0, In(z) =In(1 + (z — 1)) avec limz — 1 =0, dou In(z) ~ =z-—1.

rz—1 rz—1

2. Puisque lim 1 =0, sh <1> ~ l
x

T—>+0 T x

3. Onacos(x)zcos(g—i—a:—g) :—Sin(a:—g> o g—x.

1 1
4. yJcos(x)—1=4/cos(z) —14+1-1 ~, 5(005(95)—1) car lim cos(x)—1 = 0. On en déduit 4/cos(z)—1 ~ —3

) z—0 z—0
1 _
S S
2 4
T s —1 1
5. t = t (‘7 — 47) = ~ —_—
an(z) = tan 2 e 2 tan(z — §5) 2—3 -3

QOOOOOVOOOOVOVVOOOOVVOOOOVOVVOOOVOVOVOOOVOVOVVOOOVOVVO OOV OOOOOVVOOOOOVV VOOV OOOOVOVVOOOOOVO OOV VO OOV VOOV VOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOO

6. Continuité

Dans toute la suite, I sera un intervalle de R non vide et non réduit & un point. a est un élément de R et soit a € I,
soit a est une extrémité de I.

6.1. Continuité en un point

~— Définition 74. \

Soit f : I — R une fonction réelle et a € I. On dit que f est continue en « si, et seulement si,

Ve>0, 3In>0, VaxeD, (lz —a| <n) = (|f(z) — fla)] <é).

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en a.

\. J

/A Attention A\. Une fonction ne peut étre continue qu’en un point ou elle est définie !! Ainsi, il n’y a aucun sens
a étudier la continuité en 0 de la fonction
f: RZ — R
x —> exp(—ﬁ)
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puisque celle-ci n’est pas définie en 0.

En faisant le lien avec la notion de limite, on obtient immédiatement la caractérisation suivante.

W

Proposition 75 - Caractérisation avec les limites. )

La fonction f est continue en a si et seulement si f admet une limite a droite et & gauche en a et que ces
limites sont égale & f(a).

Exemple 76. e 1 — 4/x est continue en 0 puisque lir% Va =0.
xTr—>

e Soit m € Z. La fonction partie entiére n’est pas continue en m puisqu’elle n’admet pas de limite finie en un tel
point (la limite & gauche de la fonction partie entiére en m n’est pas égale & |m]).

0)=0
9(0) YN est continue

Exercice d’application 77. Montrer que la fonction g définie sur R* par { vz > 0, g(x) =

en 0.
— g est définie en 0 et g(0) = 0. g est définie & droite de 0.
lim —1/4/x = —o0 et Xlim eX =0, donc lim+ g(x) = 0 = g(0). Donc g admet g(0) = 0 pour limite en 0, donc est
——00 x—0

z—0+
continue en 0.

~— Définition 78. N

On dit que la fonction f est continue & gauche en a (respectivement continue a droite en a) lorsqu’elle
admet une limite & gauche en a vérifiant lim f = f(a) (respectivement lorsqu’elle admet une limite a droite
e

en a vérifiant lierf = f(a)).

\. J

Exemple 79. Soit m € Z. La fonction partie entiére est continue a droite en m mais n’est pas continue a gauche en
ce point.

En effet, pour tout = €jm, m + 1], |z|] = m, donc lim+ = m. Comme |m| = m, on en déduit que F est continue a
r—m
droite en m.
Yz €lm —1,m[, |[z] = m — 1, donc lim+ =m — 1 # |m|. Donc || n’est pas continue & droite en m.
r—m

Proposition 80.}

La fonction f est continue en a si, et seulement si, f est continue a gauche et & droite en a.

Exercice d’application 81. On pose Vz € R, f(z) =z + (z — [:CJ)2 Soit m € Z. Etudier la continuité de f en m.

— f(m)=m+ (m—m)? =m.

Pour tout z €jm,m + 1[, on a f(z) = z + (z — m)?. On a donc lim+ f(x) =m = f(m) et f est continue & droite en
r—m

m.
Pour tout = €jm — 1,m[, on a f(z) =z + (z — (m — 1))%. On a donc lim+ flx)=m+1# f(m) et f est n’est pas

r—m
continue a droite en m.
f n’est pas continue a droite en m donc f n’est pas continue en m

En faisant le lien entre les notions de limites a gauche et a droite, et la notion de limite, on obtient le résultat suivant.
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Proposition 82.}

f est continue en a si et seulement si f est continue a gauche et a droite.

6.2. Prolongement par continuité

Définition 83.

Soit f une fonction définie sur I\ {a}. On dit que f est prolongeable par continuité au point a s’il existe une
fonction g € F(I,R) telle que g|p (a3 = f et g est continue en a. On dit alors que g est un prolongement
par continuité de f.

Exemple 84. Considérons

f: R — R et g: R — R
r sin() T {sm(m) si x#0

x x

1 si =0
g est un prolongement de f par construction. Il reste a voir que g est continue en 0.

. . . sin(z)
On sait que sin ~ =z, donc lim (
z—0 z—0 T

Ainsi g est continue en 0.

~— Théoréme 85. )

Soit f définie sur I\ {a}. f est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une limite finie
en a. Le cas échéant, ce prolongement par continuité est unique et est défini par :

=1, puis lim g(z) = lim f(z) = 1. De méme, lim g(z) =1, et g(0) = 1.
z—0+t z—0t

r—0~

g: I — R
{ flz) si z+#a
x >

limf si z=a
a

\ J

Démonstration. e Supposons f prolongeable par continuité en a. Soit g un prolongement par continuité de f en a.
g est continue en a, donc admet une limite finie en a : lim g(z) = g(a).
r—a

Pour z > a, g(x) = f(z), donc f est une limite finie & droite en a. De méme, f admet une limite finie & gache
en a, et 1im+ f@)=g(a) = lim f(x).
Tr—a r—a

f a donc une limite finie en a et lim f(x) = g(a). Donc
r—a

g: I —

x _>

R
{ f(x) s z#a

limf si z=a
a

On vient de montrer que si g existe, elle est unique (et définie comme avant).

e Réciproquement, supposons que f a une limite finie en a. Considérons

g: I — R
{ flz) si z+#a
xr —

limf si z=a
a

Alors g est un prolongement de f. De plus, g est continue en a. Donc f est prolongeable par continuité. O
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Exercice d’application 86. Montrer qu’on peut prolonger la fonction f: R* — R par continuité
xr > 2%sin(l/x)

en 0.

— Vo >0, —2? < f(z) <2% Or lim 22 = lim —22 = 0, donc d’apres le théoréme des gendarmes, f admet 0 pour

z—0t z—0t1
limite & droite en 0.

R* est symétrique par rapport a 0 et pour tout x € R*, f(—z) = (—z)?sin(1/(—z)) = —2?sin(1/x) = — f(z). Donc f
est impaire, d’ou 'on déduit que f admet 0 pour limite a gauche en 0.

Donc f n’est pas définie en 0 et lim+ = lim =0, donc f peut se prolonger par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
z—0 z—0~
Exercice d’application 87. La fonction f: R* — R est-elle prolongeable par continuité en 07?7
1

r — e 2

1
— On a lir%——2 = —ow et lim exp(z) = 0 donc, par composition de limites, lir% f(z) = 0. Ainsi f a une limite
Tr—> €T xr——0o0 xr—

finie en 0. Donc f est prolongeable par continuité en 0, et ce prolongement est donné par

f+: R — R
. efa%? si x#0
0 si =0

xT

6.3. Opérations

,—(Proposition 88.] \

Soit f et g deux fonctions définies sur I, a valeur dans R et continues en a. Soit A € R.
1. f + g est continue en a.
2. Af est continue en a.

3. f x g est continue en a.

1
4. Si g(a) # 0, alors — et ! sont continues en a.
g

Démonstration.
Ces résultats proviennent directement des résultats sur les opérations de limites.

1. Par continuité de f en a, on sait que lim f(z) existe et vaut f(a). De méme, lim g(z) = g(a). On en déduit que

f + g converge en a avec lim (f + g)(z) = lim f(x) + lim g(z) = f(a) + g(a) = (f + g)(a), ce qui entraine que
r—a r—a r—a

f + g est continue en a. O

Proposition 89.]

Soit J un intervalle de R, non vide et non réduit & un point. Soit f € F(I,R), g € F(J,R). On suppose
que f(I) < J.
Si f est continue en a et si g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

Démonstration.

Puisque f est continue en a, lim f(z) = f(a). De méme, H}I(l )g(x) = ¢g(f(a)). Ainsi, par composition de limite,
r—a z—f(a

lim g(f(z)) = g(f(a)) et par conséquent g o f est continue en a. O

r—a
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6.4. Image d’une suite convergente

,—[Proposition 90.} \

Si la fonction f est continue en a, alors pour toute suite (uy,)nen d’éléments de D convergeant vers a,

flun) — fla).

n—-+0o0
\ 7
Démonstration.
C’est une conséquence de la caractérisation séquentielle de la limite. O

fivivdvduivvvdiveivviiveidvvidudvivvvuviivvivvuvaivivvivviiveiivddivvivuviivviveiuveiivluvdivvdvivdiiivvivvvidvivvvivivvivviaivviiviuivvivivieivieieled
Remarque technique 91. La contraposée de ce résultat permet de justifier la discontinuité d’une fonction en un
point a. I suffit de trouver une suite (u,,) tendant vers a telles que la suite (f(u,)) ne tende pas vers f(a).

f(0)=0

Vo e R*, f(x) _ sin(l/x) n’est pas continue

Exercice d’application 92. Montrer que la fonction f définie par {

en 0.
1

— Pour tout n entier naturel non-nul, on pose u,, = ——. Alors la suite u ainsi définie tend vers +o0.
2 + /2

Pour tout n € N*, f(uy) = sin(1/u,) = sin(2rn + 7/2) = sin(7/2) = 1.

Donc la suite (f (un,))nen converge vers 1. Or f(0) = 0 donc par la contraposée de la Proposition 90 f n’est pas continue
en 0.

QOOOOOOOOOOOVOOOOOVVOOOOVOVOOOOOOVOO OOV OOOOOVV OO OOV O VOOV V OO OOV V OO OOV V OO OOV VOOOOVV VOOV V VOOV V OO OOV VOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOC

~— Corollaire 93. N

Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur le [a; b]. On suppose que [a; b] est stable
par f (i.e. f(Ja; b]) < [a; b]). On considére une suite (uy,)nen définie par son premier terme ug € [a, b] et
la relation

VneN, upp1 = f(un)

Si (uy,) est convergente, alors sa limite est un élément ¢ de [a; b] qui vérifie f(¢) = ¢, autrement dit, ¢ est
un point fixe de la fonction f sur [a; b].

Démonstration.

Pour tout n € N, on pose P, : « u, est bien défini et u, € [a,b]” ».

ug est fixé dans [a; b], donc Py est vraie.

Soit n € N tel que P, soit vraie. Alors u,, € [a; b], donc f(u,) a un sens et w1 est bien défini. Comme f([a; b]) < [a; b],
Upt1 € [a; b]. Donc P,41 est vraie. D’ou P, pour tout n € N par récurrence.

Comme la suite u est minorée par a et majorée par b, sa limite est dans [a; b]. Si (u,)nen €st une suite convergeant
vers une limite ¢, (u,+1)nen converge également vers £ en tant que suite-extraite de (uy,)nen. D’aprés la proposition
précédente, (f(un))nen converge vers f(£), donc f(¢) = £. O

7. Fonctions continues sur un intervalle

7.1. Ensemble des fonctions continues sur [
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Définition 94.

On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I. On note €' (I,R) (ou ¢°(I,R))
I’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs réelles.

Exemple 95. e Pour tout n € N, la fonction z — z" est continue sur R. Plus généralement, une fonction
polynomiale est continue sur R.
e Pour tout m € Z* , la fonction x — z™ est continue sur R*. En particulier, x — % est continue sur R*.
e sin et cos sont continues sur R. tan est continue sur tout intervalle de la forme }—g +km; 5+ kw[ oukeZ.
e exp est continue sur R.
o In est continue sur R .
e r — /x est continue sur R,.

alnx

e Pour tout a € R, la fonction z — z% = e est continue sur R} .

Proposition 96.}

Soit (f,g) € (€(I,R))?, A e R. Alors f + g, A\f et f x g sont continues sur I.

Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors — et = sont continues sur I.
g g

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la continuité ponctuelle. O

Proposition 97.]

Soit J un intervalle de R non vide et non réduit & un point. Soit f € €(I,R), g € €(J,R). On suppose
que f(I)c J. Alors go f € €(I,R).

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la proposition sur la continuité ponctuelle d’une composée de fonctions. O

Exemple 98. Si f est continue sur I, alors | f[ est continue sur I.

7.2. Image d’un intervalle

Théoréme 99 - Théoréme des valeurs intermédiaires.]

Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle 7. On suppose qu’il existe deux éléments a et b de I
tels que a < b et f(a)f(b) < 0 (c’est-a-dire tels que f(a) et f(b) sont de signes contraires). Il existe alors
un élément c € [a; b] vérifiant f(c) = 0.

Démonstration (procédé de dichotomie).
On se place dans le cas on f(a) < 0 et f(b) == 0.

On va construire par récurrence deux suites (un)nen €t (vn)nen d’éléments de [a,b] de telle fagon qu’elle soient adja-
centes et convergentes vers le ¢ de I’énoncé. Plus précisément, on va les construire de telle sorte que :
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—_

. (Un)neN soit croissante.

2. (Un)nen soit décroissante.
b—a
3. Pour tout n e N, v,, —u,, = o
4. Pour tout n € N, f(u,) <0et f(v,) = 0.
Pour tout n, on pose P, : ”Les suites u et v sont bien définies jusqu’au rang n et vérifient les 4 propriétés ci-dessus
jusqu’a ce rang”.

Initialisation : On pose up = a et vo = b. Alors on a bien f(ug) <0, g(vg) = 0 et vg — ug = b— a. Donc Py est vérifiée.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose P,, c’est a dire que les suites u et v sont construites jusqu’au rang n.

Up + v
On pose w,, = %7 qui est donc le milieu du segment [uy, v,].

U = u

| V1 = Wo Vo

|

|

|

41 \

Uo € ‘ 2 Vo
Uy ey 0y

|
u2<—0—>’l)2

|

U46U4
|

e Si f(wy) <0, on pose Upi1 = Wy €6 Vptq = Upy.
Alors up41 = Up, Vng1 < Un,y f(Ung1) = f(wn) <0, f(vng1) = fvn) =0 et
Up, — Up, b—a

Un—i—l*un+l:Un*wnzvn*§(un+vn):7: on

o Si f(wy) > 0, on pose Upy1 = Uy €t Vyp1 = Wy
Alors Un+1 2 Un, Untl < Un, f(un—i-l) = f(un) <0, f(vn—i-l) = f(wn) =0 et
Up — Up, b—a

1
vn+1_un+1:wn_un:§<un+vn)_un:T: on

Dans les deux cas, on a bien défini u,41 et v,41 tels que les 4 propriétés soient vérifiées jusqu’au rang n + 1. Donc
P, 11 est vraie.

Par récurrence, on définit les suites (uy,)nen €t (vn)nen. u est croissante, v est décroissante et nlirfw Uy, — Uy = 0, donc
les suites (u,)nen €t (vn)nen sont adjacentes donc convergent vers une limite commune ¢ € [ug, vg] = [a, b].

f étant continue sur [a, b], elle est continue en c. Ainsi, d’aprés la Proposition 90, ¢ f(u,) — f(c) et f(vn) — f(c).
Pour tout n € N, on a f(u,) <0 et f(v,) < 0 donc, par passage a la limite, f(c) <0 et f(¢) = 0. Donc f(c) =0.
Dans le cas ol f(a) <0 et f(b) = 0, on applique cette preuve & —f. O

/A Attention A. Le théoreme des valeurs intermédiaires ne donne pas unicité du point d’annulation de la
fonction.

Pour obtenir I"unicité, on utilise le théoréme de la bijection (et il faut donc montrer la stricte monotonie en plus de la
continuité). Voir Théoréeme 107.

Les hypotheses « I est un intervalle » et « f est continue sur I » sont essentielles.

Exemple 100. o fixr—> % est continue sur R*, f(—1) < 0 et f(1) > 0, mais f ne s’annule pas sur |—1; 0[ U
105 1[.
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e La fonction f: [0;2] — R est définie sur un segment avec f(0) < 0, f(1) > 0 et
. { -1 si 0<z<l1
1 si I<2z<2
pourtant cette fonction ne s’annule pas.

La contraposée de ce théoréeme fournit également un énoncé remarquable.

r(Corollaire 101.] \

Si une fonction continue sur un intervalle ne s’y annule pas, alors elle y garde un signe constant.

r—(Corollaire 102 - Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires.] \

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b dans I tels que a < b.
Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c € [a; ] tel que f(c) = v.

\. J

Démonstration.
Soit y réel entre f(a) et f(b). Onposeg: I — R . Alors g est continue sur I.

z — fl@)—y
Comme y est compris entre f(a) et f(b), f(a)—y et f(b) —y sont de signes opposés. Donc g(a)g(b) < 0. Alors, d’aprés
le Théoréme 99, il existe c € [a, b] tel que g(c) = 0, c’est & dire tel que f(c) = y. O

Exercice d’application 103. Démontrer que tout polyndéme a coefficients réels de degré impair possede au moins
une racine réelle.

n
<> Soit n un entier impair, a, € R* et f: x> > apzt.
k=0
f est continue sur R. De plus, f(z) ~ apx” et f(x) ~ apa™. Donc f est du signe de a,, au voisinage de +0o0
Tr——+00 Tr——00

et du signe de —a,, au voisinage de —oo. Il existe donc (A, B) € R? tel que f(A)f(B) < 0. Ainsi, d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € R tel que f(c) = 0, d’ou le résultat.

Exercice d’application 104. Soit f : [a; ] — [a; b] une fonction continue.
Montrer que f admet au moins un point fixe, c’est-a-dire qu'il existe c € [a; b] tel que f(c) = c.

—>

)

On pose g : [a,0] — R . Alors g est continue sur [a,b]. g(a) = a — f(a) < 0 car f(a) € [a,b]. De méme,
r o o [(2)

g(b) = b— f(b) = 0 car f(b) € [a,b]. Donc g(a) et g(b) sont de signes opposés. D’aprés le Théoréme des valeurs

intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0, c’est & dire tel que f(c) = c.

Une conséquence topologique du théoreme des valeurs intermédiaires.
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Corollaire 105.]

L’image d’un intervalle par une fonction continue a valeurs réelles est un intervalle.

Démonstration.
Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur I.

Soient z; et zo dans f(I) tels que z; < zo. Par définition de f(I), il existe y; et yo dans I tels que f(y1) = 21 et

f(y2) = 2.

Alors, pour tout x € R, si z; < x < 23, cela signifie que z est compris entre f(y1) et f(y2), donc, d’aprés le théoréme

des valeurs intermédiaires, il existe w € I tel que f(w) = «. Donc z € f(I).

Ainsi, on a montré que pour tout z1 et zo de f(I), on a {xr € R,| 21 <z < 22} < f(I). Donc f(I) est un intervalle de

R.

O

On peut se demander si le type d’un intervalle (c’est-a-dire fermé, borné, semi-ouvert,...) est conservé par une
application continue. Nous allons voir que la réponse est positive dans le cas d’un segment. Par contre, pour les huit

autres types d’intervalles, sans autre hypothese que la continuité, le type d’intervalle n’est pas conservé.

7.3. Image d’un segment par une fonction continue

r—[Théoréme 106.]

bornée sur [a; b] et atteint ses bornes.
Autrement dit,

Jer € a;b],  f(er) = inf f = min f et Jeg € [a;b],  f(c2) =sup f = max f.

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f € €([a; b],R). Alors f([a; b]) est un segment : f est

[a;b] [asb] [a;b] [a;b]
et
a; b)) = |min f; max f| .
o 4) = | 5 1
Démonstration.
Admis. O
A
f(I) : segment
lI : segmentJ )
L’hypothése « [a; b] est un segment » est essentielle. Prenons
f: 1540 — R
Tr — 1
xr
Ona fe%([1; +o]) et pour tout z =1, 0 < % < 1. Ainsi f est bien bornée, mais elle n’a pas de minimum.
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7.4.

,—EThéoréme 107 - Théoréme de la bijection.w N

Théoréme de la bijection

J

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors
(i) f(I) est un intervalle dont les bornes sont les limites de f aux bornes de I.
(ii) f réalise une bijection de I sur f(I) : la fonction f: I —> f(I) est une bijection.
z —  f(z)

(iii) La bijection réciproque f’l de f est continue sur f(I) et ffl est strictement monotone de méme
monotonie que f.

Démonstration.
Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f est strictement croissante.

(i)
(i)

(iii)

f(I) est un intervalle d’apres le Corollaire 105. On a montré dans le chapitre précédent que les bornes supérieures
et inférieures de cet intervalle sont justement les limites de f aux bornes de I.

La fonction fest surjective par définition. Montrons qu’elle est injective. Soient = et z’ dans I tels que f (x) =
f(x’ ). La fonction f étant strictement croissante, f Pest aussi. Si x > 2/, alors f(az) > N(x' ) par stricte croissance.
Si z </, alors f(x) < N(x’ ). Ces deux possibilités sont absurdes, donc = = z'.

f est bien injective, donc elle est bijective.

e Montrons que f_l est strictement croissante. Soient y; et yo dans f(I) tels que y; < y2. On pose 1 = f‘l(yl)
et x9 = j?*l(y)(yQ). Si x1 > x4, alors par croissance de f, on a y; = yo. C'est absurde. Donc 1 < xo. Clest a
dire f_l(yl) < f ~1(y2). Donc £~1 est strictement croissante.

e Soit yo € f(I). Montrons que f est continue en yo. On note zo = fil(yo).

Soit € > 0.

e Si xp n’est pas une extrémité de I : On pose €’ €]0,¢] tel que [xg — &', 29 +&’'] = I. Un tel &’ existe car I est
un intervalle dont xg, n’est pas une extrémité. On pose x1 = xg — &', 1o = xg +&’, y1 = f(xl), Yo = f(xQ)
Alors, par stricte croissance de f, on a f(scl) < N(xo) =y< f(mg) On pose n = min(y — y1;92 — y). On a
bien 1 > 0.

Pour tout y € f(I), si |y —yo| < m, alors y € [y1,y2]. Donc, par stricte croissance de f‘l, f_l(yl) <
ffl(y) < ffl(yg), c’est a dire z1 < ffl(y) < x5 et donc ffl(yo) - < ffl(y) < j’tl(yo) +¢’. Dou

~ ~

) — f )| <€ <e.

e Si z¢ est une extrémité de I. Supposons que xg est la plus petite extrémité de I. Alors yg est la plus petite
valeur prise par f. (Le cas ol z( est la plus grande extrémité est similaire)

On pose ¢’ €]0,¢] tel que [zo,zo + €] = I. Un tel & existe car xy est extrémité gauche de I. On pose
To=x9+E, Yo = f(xg)

Alors, par stricte croissance de f, onay= f(:co) < N(xz). On pose n = y2 —y. On a bien n > 0.

Pour tout y € f(I), si ly—yo| < 1, alors y € [yo, ya]. Donc, par stricte croissance de £ f_l(yo) <
F7Hy) < F71(y2), clest a dire 2o < f~'(y) < x2 et donc f~'(yo) < f(y) < f~'(yo) +¢'. D'ot

) - ffl(yo)‘ <é <e.

Dans tous les cas, on a montré que

~

Ve > 0,30 > 0,y € F(I),ly —vol <1 = [T~ (5) = T (wo)] < e

Donc ]?_1 est continue en yg. Cela est vrai pour tout yo € f(I), donc f_l est continue sur f(I).
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Exercice d’application 108. Pour tout a € R, on note f(a) 'unique solution sur R* de I'équation d’inconnue

réelle =
(E) ar*+ar—1=0

Montrer que f est bien définie est bien définie et donner ses variations.

— Onposeg: R}, — R} . Alors axd +axr —1 =0 si et seulement si g(z) = a. g est dérivable sur R’ et pour
i
3 1
tout x € RY, ¢'(x) = —ﬁ < 0.

Donc g’ est strictement décroissante sur R’ . De plus, lim+ g(z) = +0 et limz — +o0g(x) = 0, donc g réalise une
z—0

bijection de R} sur R . La fonction f est la bijection réciproque de g donc est bien définie et est strictement croissante.

8. Fonctions a valeurs complexes

8.1. Limite d’une fonction d’une variable réelle a valeurs complexes

On peut étendre aux fonctions définies sur une partie de R et a valeurs dans C toutes les propriétés des fonctions
réelles qui ne font pas référence a la relation d’ordre de R (il ne sera plus question de fonction croissante, décroissante,
majorée, minorée). Les propriétés faisant intervenir la valeur absolue seront étendues en la remplacant par le module.

,—[Déﬁnition 109.] N

Soit I une partie de R et f : I — C une fonction a valeurs dans C.
On dit que f tend vers £€ C en a € R lorsqu’elle est définie au voisinage de a et qu’elle vérifie

Ve >0, dIn>0, Viel, ([t—al <n)= (|f{t) — 1] <e).
— G
val. abs. module

On dit que f tend vers £€ C en +o0 lorsqu’elle est définie au voisinage de 400 et qu’elle vérifie
Ve>0, JAeR, Viel, t=A) = (|ft)— £ <e).
On dit que f tend vers fe C en —o0 lorsqu’elle est définie au voisinage de —o0 et qu’elle vérifie

Ve>0, dAeR, Vtel, t<A) = (ft) =L <e).

On peut synthétiser :

Définition 110.

Soit £ € C, ae I v {infI,supI}. On dit que f a pour limite ¢ en a lorsque

Ve >0, 3VeV(a), Veel, zeV=|f(zx)—{ <e.

Comme dans le cas réel, la limite d’une fonction, si elle existe, est unique.

Pour les fonctions & valeurs complexes, seules les limites finies ont un sens. Une fonction a valeur dans C ne peut pas
admettre +00 ou —oo0 pour limite.

Les résultats suivants restent valables.
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,—[Proposition 111 } \

Soit @ € R.

1. Une fonction & valeurs complexes qui admet une limite en a est bornée au voisinage de a (cela signifie
que son module |f] est une fonction réelle majorée au voisinage de a).

2. Si f et g sont deux fonctions a valeurs complexes qui possedent une limite en a, alors
e la somme f + g posséde une limite en a et lim(f + ¢g) = lim f 4 lim g,
a a a

e le produit fg posséde une limite en a et lim(fg) = lim f x lim g,
a a a

e silimg # 0, alors le quotient i est défini au voisinage de a, possede une limite en a et lim
a a
lim f
a

Q [~

limg’
a

Le théoréeme suivant est fondamental. Il établit que I'existence d’une limite pour une fonction complexe équivaut a
I'existence d’une limite pour sa partie réelle et pour sa partie imaginaire.

Théoréme 112.}

Une fonction complexe f tend vers £ € C en a € R si, et seulement si, les fonctions & valeurs réelles Re( f)
et IJm(f) admettent respectivement Re(¢) et Im(¢) pour limite en a.

Démonstration.
Si les fonctions Re(f) et Im(f) tendent respectivement vers les réels « et 8 en a, alors la somme f = Re(f) +i Im(f)
tend vers £ = o + i3 en a, d’apres la proposition précédente.

Supposons réciproquement qu'une fonction f, définie sur une partie I de R, tend vers { = a + i en a, ou « et [ sont
deux réels.

(on fait la démonstration lorsque a € I est un nombre réel. On Padaptera facilement aux cas ot ¢ = +00 ou a = —0.)
Soit € > 0. Le fait que f tend vers £ en a assure qu’il existe n > 0 tel que 'on a :
VieInla—n,a+nl, |f(t) =1 =][(Re(f)(t) — ) +i(Im(f)(t) - B)| <e.
Alors, pour tout z € I n]a —n,a+ 1],
|Re(£)(t) — o] < |(Re(f)(t) — a) +i(Im(f)(t) — B)| <e
et
| Im(f)(t) = B < |(Re(f)(t) — @) +i(Im(f)(t) - B)| <e.

On a donc démontré que Re(f) et Im(f) tendent respectivement vers « et 3 en a. O

8.2. Continuité d’une fonction d’une variable réelle a valeurs complexes

~ Définition 113. |

Soit I une partie de R et f : I — C une fonction a valeurs dans C.

e On dit que f est continue en a € I si et seulement si f tend vers f(a) en a.

e On dit que f est continue sur [ si et seulement si f est continue en tout point de I.
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,—[Proposition 114.} N

Soit I une partie de R et f : I — C une fonction a valeurs dans C.

La fonction f est continue en a € I (respectivement sur I) si et seulement si les fonctions & valeurs réelles
Re(f) et Im(f) sont continues en a € I (respectivement sur I).

La somme, le produit, le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule pas), de deux fonctions a valeurs
complexes continues sur I est continue sur I.

Le théoréme des valeurs intermédiaires, et le théoréme de la bijection faisant appel aux propriétés de la relation d’ordre
sur R, ils n’existent pas pour les fonctions & valeurs complexes.

Exemple 115. La fonction f: [0,7] — C est continue.

T —_ ezx

On a f(0) =1et f(r) = —1, mais f ne s’annule jamais!

Le théoréme des valeurs intermédiaires ne peut pas s’appliquer ici.

8.3. Notion de fonctions bornées

r—(Déﬁnition 116.] N

Soit @ € I v {sup I,infI}. On dit que f est bornée au voisinage de a lorsque

JAeR, IV eV(a), Veel, zeV=|f(x) <A

,—[Proposition 1 17.} N

Si f admet une limite au voisinage de a, alors f est bornée au voisinage de a.

8.4. Relations de comparaisons

Les notions de fonctions négligeables, dominées, équivalentes s’étendent aux fonctions & valeurs complexes (excepté
les notions en lien avec la positivité).
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