e 1D

Polynomes

Dans ce cours, K représente R ou C et 'expression « au-dela du rang N » signifie « a partir du rang
N + 1 inclus ».

1. Définitions, opérations, indéterminée, degré

~— Définition 1. | )

Soit 4 € KN. On dit que u est presque nulle si u est nulle au dela d’un certain rang, i.e.
'l existe N € N tel que, pour tout ¢ > N, u; = 0.

~— Définition 2. | )

On appelle polynéme & coefficients dans K toute suite (a;);en presque nulle d’éléments de
K. Les nombres a; sont appelés coefficients du polynoéme.

Si P est un tel polynéme, on note P = (a;)ien = (ag,a1,-..,an,0,0,...). Les nombres a;
sont, appelés les coefficients du polynéme P.

Par définition, deux polyndomes P = (a;)en et Q = (b;):en sont égaux si, et seulement si, les suites
(a;)ien et (b;)ien sont les mémes, autrement dit, si, et seulement si, tous leurs coefficients sont égaux :

P:Q — ViEN, a; = b;.

L’ensemble des polynémes, pour l'instant noté Pk, est donc un sous-ensemble de 1’ensemble KN des
suites a coefficients dans K :

Pk = {(a;)iex e KN |IN €N, Vi > N, a; = 0}.

1.1. Opérations et propriétés des opérations

On peut définir plusieurs opérations sur ’ensemble des polyndémes. L’addition est définie de la méme
facon que celle sur 'ensemble KN des suites d’éléments de K :



Définition 3.

La somme des deux polynomes P = (a;)ien et @ = (b;)ien est définie par

P+ Q = (a; + b;)en-

Dans la définition précédente, si la suite (a;)ien est nulle au-dela du rang N, et la suite (b;)ien nulle
au-dela du rang Ny, alors la suite (a; +b;) est nulle au dela du rang max(N,, N,) donc P + Q est bien
un polynome.

On peut également définir le produit par un élément de K (produit externe) de la méme fagon que
sur KN :

Définition 4.

Le produit d’un polynéme P = (a;);en par un scalaire A € K est défini par

AP = ()\CLZ')Z'EN.

Si la suite (a;)ien est nulle au-dela du rang N, alors la suite (Aa;)ien est nulle aussi au-dela du rang
N donc A - P est bien un polynéme.

Enfin, on peut définir le produit de deux polynémes (produit interne). Cette multiplication n’est pas
définie comme celle de deux suites numériques quelconques.

,—(Déﬁnition 5 - Produit de Cauchy.} N

Le produit des deux polynémes P = (a;)ien €t Q = (b;)ien est défini par

i

P x Q= (¢i)ien ou VieN, ¢ = Z arbi_p = 2 arby.
k=0 k,£>0
k4-0=i

Cette opération est appelée produit de Cauchy.

Si la suite (a;)ien est nulle au-deld du rang N, et si la suite (b;);en est nulle au dela du rang Ny, alors
la suite (¢;)ien est nulle au dela du rang N, + N,. En effet, si ¢ > N, + N,, alors

N, i
ci = Z ar  bi_p + Z ar bip=0
k=0 7 k=N, 1 g
car i—k>N,

donc P x @ est bien un polynéme et la multiplication ainsi définie est opération interne sur Pk (qui
n’est pas le produit « classique » des deux suites (a;)ien et (b;)ien)-

e On peut vérifier que :
o ’addition est une opération associative et commutative,
o le polynéme nul 0 est I’élément neutre de 1'addition,

o tout polyndme P = (a;);en posseéde un opposé noté —P et l'on a

—P = (—a;)ien =—1-P
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On dit que (Px, +) est un groupe commutatif.
On vérifie aussi facilement que :
oVa,8€eK, VPePk, (a+8)-P=a-P+(§-P,
oVaeK, VP,QePk, a-(P+Q)=a-P+a-Q,
oVa,8eK, VPePk, a-(B-P)=(ap)- P,
oVPePk, 1-P=P.
Ces quatre propriétés de la multiplication externe, combinées avec le fait que (Pk,+) est un
groupe commutatif, conferent a (Pk, +, ) une structure d’espace vectoriel.
On a par ailleurs :
o la multiplication interne (produit de Cauchy) est associative,

o la multiplication interne est commutative : soit P = (a;)ien et @ = (b;)ien deux polyndmes;
on pose P x Q = (¢;)ien et Q x P = (d;)en, alors pour tout 7 € N,

ci =) arbi_k i Dl aiwby = ). bpaiy =d;
I—g
k=0 =0 k'=0

donc P x Q =Q x P.
o le polynéme unité 1 = (1,0,0,...) = (u;)ien est élément neutre pour la multiplication
interne.

o la multiplication interne est distributive par rapport a l'addition : pour tous polynoémes
PQetR ona(P+Q)xR=PxR+QxRetPx(Q+R)=PxQ+ P xR.

Enfin, la multiplication externe est associative et commutative, distributive par rapport a ’ad-
dition, d’élément neutre le polynéme unité 1 = (1,0,0,...).

Ces propriétés, combinées avec le fait que (Pk, +) soit un groupe commutatif, confére a (P, +, x)
une structure d’anneau commutatif.

Ona P x0=0x P =0 pour tout polynéme P, la notation P° désigne le polynéme 1 (unité pour
la multiplication) et 'on a P x 1 = 1 x P = P, et pour tout n € N*, P™ désigne le polynome
PxPx... P.
_

n facteurs

1.2

Indéterminée

On note X le polynéme X = (0,1,0,0,...) = (v;)en.

X0 est le polynéme unité : X° =1=(1,0,0,...).
X'= X =(0,1,0,0,...).

Déterminons X2.
i
On sait que X2 = X x X = (¢;)4en oll, pour tout i € N, ¢; = Z Vi Vi—s -
k=0

co =vovg =0, ¢ =vv1 +v1v9 =0, ¢y =vgvs +v1v1 + 0299 =04+ 1+0=1 et comme la
suite définissant X est nulle au dela du rang 1, on sait qu’au dela du rang 141 = 2 (cf définition
du produit interne plus haut) les termes au dela du rang 1 de la suite X2 sont nuls.

Ainsi, X? = (0,0,1,0,0,...).

Par récurrence, on peut montrer que pour tout i € N, X* est le polynéme (0,0,...,0,1,0,0,...)
ou le 1 est en position ¢ (en commencant la numérotation & 0 comme en Python).

Soit P = (a;);en un polynéme. On sait qu’il existe n € N tel que pour tout i > n, a; = 0.

Alors

P = (ag,a1,...,a,,0,0,...)
=ap-(1,0,0,...) +ar-(0,1,0,...) 4+ +an-(0,0,...,0,1,0,...)
:a0X0+a1X1—|—a2X2+-~-—|—anX”
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~ Proposition 6. N

Tout polynéme P a coefficients dans K peut s’écrire sous la forme

n
P:a0—|—a1X—|—a2X2+---—|—anX":ZaiXi

ott n € N et (ag,...,a,) € K" Le polynome X est appelé 'indéterminée du polynome
P. On dit que P est un polynéme & une indéterminée.

\ J

A Attention M. X est le polynoéme (0,1,0..) et n’est pas un nombre.
On n’écrira donc JAMALIS : « je pose X = 5... » car CA N’A AUCUN SENS.

Notation 7. L’ensemble des polynomes & coeflicients dans K d’indéterminée X est noté K[X].

Définition 8.

On appelle mondme tout polyndme de la forme a; X? ot i € N et a; € K.
Les polynomes de la forme ag sont appelés les polynémes constants.

On peut réécrire les opérations définies précédemment. Soit p,g € N, P =ap + a1 X + -+ + apXP et
Q=0+ 01 X+ +b, X9

e Quitte a rajouter des coefficients nuls, on peut écrire P et ) sous la forme

P=ay+a X+ +a, X" =Y aX' et Q=bo+bhX+ - +bX" =) bX'
=0 3

ot n = max(p, q). Alors

P+ Q= (ap+bo) + (a1 +b1)X + -+ (an +bp) X
= > (a; +b)X
1=0

e Pour tout A € K,
AP =(Aag) + (Aa) X + -+ (Aap) X"

n .
= Z /\ain
i=0
L]
ptq
PXQZZ( > akbé) F
i=0 k+e=i
ke{0,..., P}
0e{0,...,q}
On dit que :
1. (K[X], +) est un groupe abélien,
2. (K[X], 4+, x) est un anneau commutatif,
3. (K[X], +, ) Osl un espace vectoriel.
Exemple 9.

(XP4+2X — i)+ (X3 - X2 - X +4i)= X"+ X3 - X2+ X,
(BX3 —4X + 1)+ (-3X*+ X2 +1) = X? —4X + 2,
(X+1) - (—iX?+X+2)=—iX?+ (1 —-9)X*+3X +2.
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1.3. Composition des polyndomes

~— Définition 10.

Soit P = Z arX* et Q deux polynémes de K[X].
k=0
On définit le polyndéme composé P o ), noté aussi P(Q) par

PoQ="P@Q) =), aQ".
k=0

\.

Exemple 11. Si P=X2+4+2X —1et Q = X + 3, alors
PoQ=(X+324+2(X+3)-1=X>4+6X+9+2X+6—1=X>+8X + 14

et
QoP=(X*+2X-1)+3=X"+2X +2.

Exercice d’application 12. Soit A € K[X]. On dit que A est un polynéme pair si A(X) = A(—X).

Montrer que si A est pair , alors il existe B € K[X] tel que A = B(X?).
— Soit A € K[X]. Notouns ag, ..., a, € K les coefficients de A. On a

i apXP = AX) = A(-X) = ) ax(-X)".
k=0

donc, par identification (puisque deux polynomes sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients
sont égaux), pour tout k € [0,n], ay = (—1)*a;. En particulier, pour tout p € [0, 252 |], azpt1 =

[n/2]
—agp+1, donc agy 1 = 0, donc en posant B = Y, ag, XP. Ainsi A = B(X?).
p=0

Remarque 13. Dans le cas particulier ot @ = X, le polynéme Po @ = P(Q) = P(X) est égal & P.
On peut donc aussi bien utiliser la notation P(X) que la notation P pour désigner le polynoéme P.

1.4. Degré d’un polynéme

Définition 14.

Soit P = (a;)ien un polyndme non nul de K[X]. L’ensemble {i € N| a; # 0} posséde un plus
grand élément d. Le nombre entier d est appelé le degré du polynéme P et noté deg(P).

Par convention, le degré du polynéme nul est —oo.

Démonstration.
Soit P = (a;);en un polynéme non nul de K[X].

{i e N]| a; # 0} est un sous-ensemble de N non vide (car P est supposé non nul) et majoré (car la

suite (a;)ien est nulle au-dela d’un certain rang), donc il posséde un plus grand élément.
Exemple 15. deg(3X° — X +1) =5.

Remarque 16. Les polynomes de degré 0 sont les polynémes constants non nuls.
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,—[Proposition 17.} N

n
e Si un polyndme P s’écrit P = ] a; X", alors son degré est inférieur ou égal a n.
i=0

d .
e Tout polyndéme P = Y a; X" ol ag # 0 est de degré d.
i=0

~— Définition 18. N

e Tout polynéme P non nul de degré d > 0 s’écrit de maniére unique sous la forme

d .

P=> a;X" ou (ag,a1,...,aq) € K¥t et ag # 0. Le coefficient ay est appelé le
i=0

coefficient dominant de P.

e Un polynéme non nul est unitaire si son coefficient dominant vaut 1.

,—[Proposition 19.} <

Soit P et @ deux polynémes de K[X] et A € K*.

1. deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)).
De plus, on peut préciser que si deg(P) # deg(Q) alors deg(P + Q) =

max (deg(P),deg(Q)).
Si P et @ ne sont pas nuls, si deg(P) = deg(Q) et que les coefficients dominants de P et

@ ne sont pas opposés, alors deg(P+ @) = max ( deg(P), deg(Q)) = deg(P) = deg(Q).
2. deg(AP) = deg(P) si A # 0.
3. deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

(toutes les opérations ont lieu dans N u {—o0}.)

\ J

Démonstration.
Soit P et @ deux polynémes de degrés respectifs d et d’ ot d,d' € N u {—o0}.

1. e SiP=0,alors P+ Q = Q donc deg(P + Q) = deg(Q) = max (deg(P),deg(Q)).
e S5iQ =0, alors P+ @Q = P donc deg(P + Q) = deg(P) = max (deg(P), deg(Q)).

d .
e Supposons maintenant que P # 0 et Q # 0. Donc P et Q sécrivent P = > a; X" et
i=0
d ,
Q=> b;X"ouag,...,a4,bo,...,ba € Ketag#0et by #0.
i=0

o Casoutd<d :ona

d d d’
P+Q=Z(ai+bi)Xi+ 2 biXiZZSiXi
i=0 i=d+1 i=0
ey o
ou pour tout i € [0,d], s; = { Z’ +bi Zi z ;Z . Puisque s¢ = bar # 0, le poly-

néme P + Q est de degré d’ donc deg(P + Q) = max ( deg(P), deg(Q)).

o De méme, si d < d alors le polynéme P + @ est de degré d donc deg(P + Q) =
max (deg(P),deg(Q)).
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oCasound=d.OnaP+Q = Z(al—i—b)X’ Si aqg + bg # 0, alors deg(P + Q) =

deg(d) = max ( deg(P),deg(Q)) et sinon, deg(P + Q) < deg(d) donc deg(P + Q) <
max (deg(P),deg(Q)).
Dans tous les cas, on constate que deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)).
2. Notons a, le coefficient dominant de P. Alors le coefficient dominant de AP est Aa,, et deg(AP) =
deg(P).
3. e SiP=0ou@ =0, alors deg(P) = —o0 ou deg(Q) = —0, et P x @ =0 donc

deg(P x Q) = —oo = deg(P) + deg(Q).
d _ d _
e On suppose que P # 0 et Q # 0. Alors P et @ s’écrivent P = > a; X" et Q = > b; X" ou

i=0 i=0
ag,...,aq,bp,...,bg € Ket ag # 0et by #0. On a

d+d’
PxQ=) ( 3 akbg>X’“..
i=0 ktb=i
ke{0,..., d}
cef0,..., da’y

7 7’ . 4 .
Dans la somme précédente, le coefficient devant X% est agby qui n’est pas nul. Donc

deg(P x Q) = d+ d' = deg(P) + deg(Q).
O

Exemple 20. Soit P = 3X?2+ X +1,Q = —X?>+1et R = X%+ X2 + 1. Alors, deg(P) = 2,
deg(Q) = 3 et deg(R) = 3. Deplus, P+ Q = —X? +3X?°+ X +2, Q+R=X>+2et PxQ =
—3X° - X* - X3 4+3X24+ X +1.

On constate que deg(P + Q) = 3 = max (deg(P),deg(Q)), deg(Q + R) = 2 < max ( deg(P), deg(Q))
et deg(P x Q) =5 = deg(P) + deg(Q).

Remarque 21. Soit P et Q tels que PxQ = 1. Alors P # 0 et Q # 0 donc deg(P) > 0 et deg(Q) = 0.

Or 0 = deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) donc deg(P) = deg(Q) = 0. Donc P et @ sont des polyndmes

constants non nuls. Donc si un polynéme P possede un inverse pour la multiplication, alors P est

un polynoéme constant non nul. Réciproquement, tout polynéme constant non nul possede un inverse

pour la multiplication (si P =a ol a € K et a # 0, alors P x — = 1). Les polynomes inversibles sont
a

donc les polynémes constants non nuls.

1

m n’est pas un polynéme.

Cela signifie qu’un objet comme

Exercice d’application 22. Soit n € N*. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P =
(X2 +1)" — (X2 —-1)".
— On obtient deg(P) < 2n. En utilisant la formule du binéme de Newton, on observe que :

e le coefficient en X2" est nul;

e le coefficient en X2"~! est nul (P est pair, donc il n’apparait que des puissances paires de X
dans P);

e le coefficient en X272 est
nX2n72 o (771X2n72) _ 2nX2n72.
Donc deg(P) = 2n — 2 et le coefficient dominant de P est 2n.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 23. Si on cherche un ensemble de polynémes vérifiant une certaine contrainte,
l'utilisation du degré peut permettre de restreindre le champ de recherche (dans un raisonnement par
analyse-synthése par exemple).

Exercice d’application 24. Déterminer les couples (A4, B) de polyndmes tels que B2 = X x A2
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< Analyse. On suppose qu'il existe un couple (A, B) solution. On a deg(B?) = deg(X A?), donc
2deg(B) = 1+ 2deg(A). Or deg(A),deg(B) € N U {—x}. Si (deg(A),deg(B)) € N2, I'égalité est
impossible, donc A = 0 ou B = 0. Dans tous les cas, on obtient A = B = 0.

Synthése. 02 = X x 02

Conclusion. Ainsi I'unique couple solution est (0, 0).

Exercice d’application 25. Déterminer les polynoémes P € R[X] vérifiant P o P = P.

< Analyse. Soit P € R[X] tel que Po P = P. Supposons P # 0, notons n = deg(P) et P = . apX*,
k=0

n
avec ap # 0. Alors Po P = Y] a,P*. Le terme de plus au degré de ce dernier polyndome est aZX”2
k=0
avec a # 0, d’ou deg(P o P) = n?. Ainsi, n? = n puis n € {0, 1}.
Synthese.
e P =0 est solution du probléme.

e Soit P € R[X] avec deg(P) = 0. Il existe ag € R* tel que P = ag. Alors Po P = ag = P. Donc
P est solution du probléme.

e Soit P € R[X] avec deg(P) = 1. Il existe (ag,a1) € R x R* tel que P = ag + a1 X. Alors
PoP=ag+ai(ap+a1X)=ao(l+ay)+a?X. Donc P est solution si et seulement si

RaC R
1 = a1 al =

Dans ce cas seul X est solution.
Conclusion. L’ensemble des solutions est {0, X} u {\ : A e R*}.

QOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

Proposition 26.}

Soit P et @ deux polyndémes de K[X]. Si deg(Q) = 1, alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Notation 27. Pour tout entier naturel n, on note K,,[X] I’ensemble des polynomes de degré inférieur
ou égal & n (autrement dit, K, [X] = { P € K[X]| deg(P) < n}).

Exemple 28. K;[X] = {aX?+bX +c | (a,b,c) € K3}. L’ensemble Ko[X] est 'ensemble des polyndmes
constants (y compris le polynéme nul).

,—[Proposition 29.} \

Soit n un entier naturel. L’ensemble K,,[X] est stable par addition et multiplication externe
par un scalaire, autrement dit :

VP,QeK,[X], VAeK, P+ QeK,[X]et \PeK,[X].

\

Démonstration.
Soit P et @ deux polynémes de K, [X] et A € K. On sait que

deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) <n

et deg(AP) < n. O

Remarque 30. K, [X] n’est pas stable par produit en général. Il est stable par produit si et seulement
sin=0.
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Théoréme 31.

Soit A, B € K[X].
AB=0<= A=00u B =0.

Démonstration.

SiA=0ou B =0, alors AB = 0.

Réciproquement, supposons que AB = 0. Alors deg(AB) = —oo, i.e. deg(A) + deg(B) = —0. Or
deg(A), deg(B) € N U {—w0}, donc deg(A) = —0 ou deg(B) = —0, i.e. A=0ou B =0. O

Remarque 32. Le théoréme précédente signifie que (R[X], +, x) est un anneau integre.

Exemple 33. Soit (P,Q,R)eK[X]>. PR=PQ <= P=00uR=Q

1.5. Fonctions polynomiales

~— Définition 34. N

e On appelle fonction polynomiale sur K toute application f de K dans K telle qu’il
existe un entier n et des éléments ay, ..., a, de K tels que

VeeK, f(x)= 2 a;z’.
i=0

~ n . ~
e A tout polynéme P = >’ a; X", on associe une fonction polynomiale que I’on note P,
i=0
définie par : N

P: K — K
n

r o > at
i=0

Cette fonction polynomiale est la fonction polynomiale associée au polynoéme P.

\. J

Remarque 35. Si f est une fonction polynomiale, il existe évidemment un polynéme P de K[X]
telle que f = P. Nous verrons plus loin que le polynéme P est unique (car on utilise K = R ou C).

Si 'on travaillait avec des polyndémes a coefficients dans un autre corps que R ou C, alors I'unicité
n’aurait pas été assurée.

On distinguera dans tout ce cours un polynéme P de sa fonction polynomiale en notant cette derniere P
(méme nom que le polyndme avec un tilde). Il faut faire attention car cette notation n’est pas officielle
(on utilise souvent le méme nom pour le polyndme et sa fonction polynomiale, ce qui constitue un
abus de langage toléré).

,—(Proposition 36.} <

Soit A, Be K[X], A e K.

~

1. MA = )\A.

2. A+ B=A+B.
3. AxB=AxB.
4. AcB=AoB.
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_ n
Pour évaluer en z une fonction polynomiale P : x — > p, X%, il suffit de faire n additions et n mul-
k=0
tiplications suivant le parenthésage ci-dessous (en commencant par la parenthése la plus intérieure) :

P(x) = ((--- ((pnx + pn—1)x + pn—2)x + - -+ )z + p1)T + Po.

Cette méthode, appelée algorithme de Horner, est la méthode la plus efficace pour évaluer une
fonction polynomiale en un point x.
Exercice d’application 37. Evaluer P = 2X* — X3 + 3X2 — 1 en —2 grice & lalgorithme de

Horner.

—~OnaP=(2X-1)X+3)X? -1, donc

P(-2) = (2x(=2)—1)x(=2)+3)x(-2)2-1
= ((=5) x (=2)+3) x (-2)2 -1
= 13x(-2)2-1
= 52-1

On peut implémenter cet algorithme en Python. On choisit de stocker les coefficients du polynome
dans un tableau.

def horner(P, x):
n = len(P)
y = P[n-1]
for k in range(1l, n):
y = y*x + P[n-k-1]
return y

Exemple d’appel :

>>> horner([-1,0,3,-1,2], -2)
51

1.6. Dérivées

— Définition 38. N

n
Pour tout polynéme P = 3. a, X* oun € N, et ag,ay,...,a, € K, on définit son polynéme
k=0
dérivé P’ par
n n—1
P'= > kap X' =Y (0+ Dag X
k=1 £=0

Le polynéme P’ est défini de sorte que, lorsque K = R, la fonction polynéme associée a P’ soit la
dérivée de la fonction polynéme associée a P. La dérivation des polyndémes possede donc les mémes
propriétés que la dérivation des fonctions, & savoir

(P+Q) =P +Q, (\PY =P, (PoQ)=Q xPoQ et (PQ)=PQ+PQ,
pour tous P,Q € K[X] et A€ K.

n peut évidemment itérer le processus de dérivation. Comme dans le cas des fonctions, on utilise
O t d t it 1 de d t C d 1 des fonct , til
alors les notations P”, P” et P pour désigner respectivement les dérivées seconde, troisiéme et
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¢-ieme de P. Plus précisément, si D : K[X] — K[X] , alors
P — P

PY = (DoDo---0D)(P).
|
¢ fois

Par convention, on pose P(®) = P.

On a alors,
(P + Q)(f) =pPO 4 QW ()\p)(é) = \P®

pour tous P,@Q € K[X], A e K, £ e N.

Exemple 39. Si P = Y a, X%, alors P" = 3} k(k — 1)a, X*2.
k=0 k=2

,—(Proposition 40.} \

Soit P € K[X]. On a

N eg(P) —1 si P n’est pas constant,
deg(P") = { —0 si P est constant.
Plus généralement, si P n’est pas nul, pour tout entier naturel ¢ < deg(P), on a deg(P®)) =
deg(P) — £ et pour tout entier naturel £ > deg(P) + 1, on a P) = 0.

\. J

Démonstration.
Le premier point est évident avec la définition.

On suppose que P n’est pas nul.
Pour tout £ € [0, deg(P)], on note H, la propriété : deg(P®)) = deg(P) — ¢.
e H, est clairement vérifiée.

e Soit ¢ € [0;deg(P) — 1]. On suppose que la propriété H, est vraie. Le polynéme P*) a pour
degré deg(P) — ¢ = 1 donc il n’est pas constant et ’on a

deg(P“+1) = deg ((P")') = deg(P®) — 1 = deg(P) - (¢ + 1)
donc la propriété Heyq est vraie.

Le principe de récurrence finie assure que le résultat est vrai pour tout £ € [0; deg(P)].

Le polynéme P(de8(P)) est un polynéme constant donc d’aprés le premier point, les dérivées suivantes
de P sont toutes nulles.

O
Exemple 41.
P=X’4+X+41 P =3X>+1 PP=6x PO =6 e V=4 PO =0.

,—(Proposition 42.} \

Soit n € N. Pour tout £ € [0;n],

n!
(n—=1)!

n—~{

(XD =nn—1)...(n— L+ )X =

et pour tout £ =n + 1, (X™)©® =0.
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Démonstration.

La deuxieme partie du résultat est évidente d’apres la proposition précédente. Pour la premiere partie,

on raisonne par récurrence finie : pour tout entier ¢ € [0;n], on note P, la propriété :
|
o n ¢
nn—1)...(n =L+ 1)X" = (n—l)!Xn :
e La propriété Py est vraie (facile).
e Soit £ € [0;n — 1]. On suppose que la propriété P, est vraie. Alors
/ | n'
X)) — ((xm)O) = ( : ane) Y o G
(X™) ((xX%) (n—10)! (n—ﬁ)!( ) (n—(£+1))!

ce qui prouve que Py4q est vraie.

(Xn)(é) =

xn—(e+1)

Par récurrence finie, on obtient que pour tout £ € [0;n], (X™)©) =n(n —1)...(n — £+ 1)X" ¢ =

n!

(n—101

O

,—(Proposition 43 - Formule de Leibniz.}

Pour tous polyndémes P et @ de K[X] et tout entier naturel n, on a

(P x Q)™ = 2 (Z)P(k)Q("‘k).

k=0

Méme démonstration que celle faite dans le chapitre « Dérivation des fonctions d’une variable réelle ».

1.7. Formule de Taylor

,—(Théoréme 44 - Formule de Taylor.}

Soit ne N, P = ) ay X* € K, [X].
k=0
Pk (0)
X",
k!

1. Formule de Taylor en 0. P = Z

P(k)( ) X—a)k.

2. Formule de Taylor en a € K. P = Z

\

Démonstration. 1. Soit £ € [0,n].

k!
pw — x* (é) _ Xkt
(2 W) s a 2

k=0
k!
car (X¥) = 0sik<tet (x5 = G sk > G Ans,
P®(0) ia M gh—t
= kT
= (k-0
B 0 we [0 si k—€>0
I car 0 _{1 si k—0=0
= agé'
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0 n Bk
70) et ensuite P = & X*.
£ = k!

2. Soit a € K et Q = P(X + a). On peut démontrer par récurrence que pour tout k € [0,n],
QW = PK)(X + a).
On applique ensuite la formule de Taylor en 0 a Q.

Donc ay =

noQk) n plk)

0= Z Q k'(o) Xk — Z P k'(a) xk
k=0 ‘ k=0 :

" P*) (a)

— k!

Or P=Q(X —a) donc P = X —a). O
k

~— Corollaire 45. N

Soit P = Y ap X* e K[X],
k=0

pk)
Vke[0,n], ar= ©

2. Arithmétique des polynomes

2.1. Diviseurs et multiples

— Définition 46. N

Soit A et B deux polynémes. On dit que A est un diviseur de B ou que A divise B ou
encore que B est un multiple de A si et seulement si il existe un polynome K tel que
B=KA.

On note alors A | B.

\ J

Exemple 47. 1. Pour tout Ae K[X], 1| Aet A]O0.
2. Si0| A, alors A =0.
3. Si Ae K*, alors A | A.
4. X —1|X?—1lcar X2 —1=(X-1)(X +1).

1
5. 2X2—2|X2—1carX2—1:§(2X2—2).

Exercice d’application 48. Montrer que pour tout (a,n) e K x N*, X —a | X" —a".
— Soit a € K. On a

n—1
Xt —a"=(X—-A) ) a" ' TFXE
k=0

Proposition 49.}

Soit P, @ € K [X].
(P|Qet Q| P)<=3JkeK", P=kQ.
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Démonstration.
Si P|QetQ | P, alors il existe K; et Ko dans K[X] tels que @ = K1 P et P = K»Q. Donc
Q= K1 K>Q.

Si @ =0, alors P = K2@Q = 0 et la propriété est vraie.

SiQ # 0, alors K1Ko =1 et donc K7 et Ky sont des polynémes constants non-nuls, donc il existe
ke K* tel que Ko =k et P = kQ.

Le sens réciproque est évident. O

Si la condition de la proposition précédente est satisfaite, on dit que les polyndémes P et @ sont
associés .

,—[Proposition 50.}

Soit A, B,C, D € K[X].
1. SiA|Bet B|C,alors A|C.
2. Si A| Bet A|C, alors pour tout (\,u) € K2, A | AB + uC.
3. SiA|BetC|D,alors AC | BD.

\. J

Démonstration. 2. Supposons que A | B et A | C. Soit (\, u) € K2. 1l existe Py, P, € K[X] tels que
B = AP, et C = AP,. Ainsi,
A=AB+uC =AM\P, + uPs),
—_—
eK[X]

donc A | AB + puC.
Les autres points sont laissés en exercice. O

Proposition 51.}

Soient P, @ deux polynémes avec @ 5 0. Si P | @, alors deg(P) < deg(Q).

Démonstration.
Si P | @, alors il existe K € K[X] tel que PK = Q. Donc deg(PK) = deg(Q).

Donc deg(P) + deg(K) = deg(Q).
Comme @ est non-nul, K est non-nul donc deg(K) < 0 et donc deg(P) > deg(Q). O

2.2. Division euclidienne de deux polynémes

r—[Théoréme 52 - Division euclidienne.]

Soit A, B € K[X] avec B # 0.
1l existe un unique couple (Q, R) € K [X]” tel que A = QB + R et deg(R) < deg(B).
Cette écriture est la division euclidienne de A par B, avec Q) le quotient et R le reste.

\.

Démonstration. e Unicité. Soit (Q1, R1) € K[X]? et (Qa, R2) € K[X]” tels que A = BQy + Ry et
A=BQ@s+ Ry. On a donc BQ1 + Ry = BQs + Ry d’ou B(Q1 — Qg) =Ry — R;.
En prenant le degré de ces polyndémes, on obtient :

deg(B) + deg(Q1 — Q2) = deg(R2 — R1) < max (deg(R1), deg(2)) < deg(D).
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Donc deg(B) + deg(Q1 — Q2) < deg(B) et donc deg(Q1 — Q2) < 0. On en déduit que Q1 — Q2
est le polynome nul et que @1 = Q2

Comme Ry — Ry = B(Q1 — @2) = B x 0=0 on a aussi que R; = R».

Ainsi (Q1, R1) = (Q2, Ra).

e FExistence. On fait une récurrence sur le degré. Posons, pour tout n € N, H, : « pour tout
polynoéme A tel que deg(A) < n, il existe @, R € K[X] tel que A = BQ+ R et deg(R) < deg(B) ».
Notons d = deg(B). Puisque B # 0, d = 0. Soit A € K[X] avec deg(A4) < d. alors A = B x 0+ A.
Ainsi Hj, est vraie pour tout k < d.

Soit n > d tel que H,, soit vraie. Soit A € K[X] avec deg(A4) < n + 1. Notons 4 = > a, X*.
k=0
Notons by le coefficient dominant de B. Considérons

A=A drxn-dy B
bg

Le coefficient de X™ dans §2 X"~ x B est = x by = a,. Ainsi deg(A;) <n —1 < n. D’apreés
H,, il existe Q1, Ry € K[X] tel que A; = BQ1 + R; et deg(R;) < deg(B). Ainsi,

a
B Zxnd R
(Q1 + by + 1
deg(R1)<deg(B)

ce qui prouve Hy 1.
Le principe de récurrence permet de conclure. O

(K[X], +, x) est un anneau euclidien (7.e. un anneau sur lequel on peut définir une division euclidienne).
Par conséquent, le théoreme de Bézout, le lemme d’Euclide, la notion de PGCD et de PPCM existent
aussi pour les polynomes.

QOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOVOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 53. En pratique, on peut poser la division en faisant disparaitre les mon6émes
de plus haut degré successivement. Par exemple, considérons A = X4 +3X2-5X+1et B = X2 -3X
et détaillons le calcul.

1. On soustrait & A un multiple de B de sorte que X* disparaisse.

X4 +3X? —5X+1|Xx%2-3X
— X443x3 X?

3X3 +3X?

On note A; = 3X? + 3X? le nouveau polynéme obtenu.
2. On soustrait & A; un multiple de B de sorte que 3X?2 disparaisse.

X4 +3X%2 —5X+1|X%2-3X
—X*+3Xx3 X?+3X

3X3 +3X2
-3X3 +9X?
12X% —5X
On note Ay = 12X2 — 5X le nouveau polynéme obtenu.
3. On soustrait & A, un multiple de B de sorte que 12X? disparaisse.

X4 +3X? —5X+1|Xx%2-3X
— X*+3Xx3 X24+3X +12

3X3 4+ 3X2
—3X3% 4+9Xx?
12X2 —5X
—12X2%2 4+ 36X

31X +1

Le reste est de degré 1 donc on ne peut plus poursuivre. Finalement, A = B(X? + 3X + 12) +
(31X +1).
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QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Exemple 54. 1. Effectuons la division euclidienne de A = X2 +3X +2 par B = X2 + X.

X? 4+ 3X? +2| X2+ X
- X3 —X? X+2
2X2
—-2X?2-2X
—2X +2
Donc A = B(X +2) — (2X +2).
2. Effectuons la division euclidienne de A = X7 —3X + 1 par B = X2 + 1.

X7 —3X+1]/X%2+1
_ X7 _ X5 X5 - X3+ X

— X?
X5+ X3
X3 -3X
-X3 -X
—4X +1

Donc A = B(X® — X3+ X) + (—4X +1).

3. Effectuons la division euclidienne de A = X° 4+ X4 - X3+ X —1par B= X3+ X% 4 2.

X5+ X4 - X3 +X-1|X3+X24+2
— X% x4 —92X2 X2 -1
—X3-2X2+X-1
X3 + X2 + 2
- X+ X+1

4. Effectuons la division euclidienne de A = 2X* —3X2 + 5 par B = X2 —2X + 3.

2x4 —3X2 +5[X2-2X+3
—2X4 4+4X3 —6X2 2X24+4X —1

4X3 —9X?
—4X3 4+8X2% - 12X
—X2_-12X+5
X2 —2X+3

— 14X +38

5. Effectuons la division euclidienne de A = 2X® +5X% +6X +2et B= X2+ X + 2.

2X° +5X° +6X+2[ X2+ X +2
—2X° —2X* — 4X3 |2X° —2X? +3X +1
—2X* + X3

2X4 4+ 92X3 4 4X2
3X3 +4X%24+6X
—3X3-3X2-6X
X2 +2
—X2 —X-29
- X

Exercice d’application 55. Soit n € N, 6 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de

X" par X2 —2cos(0)X + 1.
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< Par le théoréme de la division euclidienne, il existe (Q, R) € R[X]? tel que
X" = (X?—2cos(0)X +1)Q(X) + R(X)

avec deg(R) < 2. Ainsi il existe (X, 1) € R? tel que R = AX + . En évaluant X™ en ¥ et e=? on

obtient e ‘
)\eie 4 po= ein@ A = ee2i6_1 (e2zn9+19 _ 67'9)
Ae— 0 +u = e—ind g uo= - ez—_;‘"" (ezme _eQiG)
et —1
. __ sin(n#) sin((n—1)0)
Finalement, R = S (0) X - (@)

Remarque 56. Soit A, B € R[X]. S’il existe Q, R € C[X] tel que A = BQ+ R avec deg(R) < deg(B),
alors @Q, R € R[X]. En particulier, si A | B dans C[X] et A, B € R[X], alors A | B dans R[X].

Proposition 57.}

Soit A, B € K[X] avec B # 0. Notons R le reste de la division euclidienne de A par B.

B|A«<= R=0.

3. Racines d’un polynome

3.1. Définitions

Proposition 58.}

Soit P € K[X] et a € K. Le reste de la division euclidienne de P par (X — ) est P(a).

Démonstration.

Soit @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X — «).

Ona P = (X —a)Q+ R et deg(R) < deg(X — «). Or deg(X — a) =1, donc deg(R) < 1

Donc R est un polyndome constant, c’est-a-dire qu’il existe A € K tel que R(X) = A.

On obtient P(a) = (a — a)Q(e) + R() donc P(a) = A donc R = P(a). O

~— Définition 59. N

Soit P € K[X] et o € K.
On dit que « est une racine de P si et seulement si (X —«) | P (si et seulement si P(«) =0
d’apres la proposition précédente).

— Définition 60. N

Soit P € K[X]\ {0}, @ € K, n e N*. On dit que « est une racine de multiplicité n de P si
et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) (X —a)" [ P;
(b) (X — a)™*! ne divise pas P.
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— Définition 61. N

Soit P € K[X], @ € K. On dit que « est une racine
e simple si et seulement si a est une racine de multiplicité 1 de P.

e multiple si et seulement si « est une racine de multiplicité > 2 de P. Plus parti-
culierement, si une racine de multiplicité 2 (resp. 3) est dite racine double (resp.
triple).

\. J

Exemple 62. 1. Soit (a,b,c) € K* x K2. P a une racine double si et seulement si b2 — 4ac = 0.

2. Soit P =2X* —7X3 +6X2+ X —2. On a P(1) = 0, donc 1 est racine de P et, aprés division
euclidienne, P = (X —1)(2X3 —5X?% + X +2). Or 1 est racine de 2X3 — 5X?2 + X + 2, donc on
obtient via une division euclidienne P = (X — 1)?(2X? — 3X — 2). Enfin, 1 n’est pas racine de
2X2% - 3X — 2. En résumé, (X — 1) | P et (X — 1)? ne divise pas P, donc 1 est racine double
de P.

Proposition 63.}

Soit P € K[X], a € K, n € N*. « est une racine de multiplicité n de P si et seulement si

Pla)=P(a)=..=P" D(@)=0 et P™(a) 0.

Démonstration. e Sens direct. On suppose que « est une racine de multiplicité n de P, i.e. (X —a)™ |
P et (X — a)™*! de divise pas P.
Il existe @ € K[X] tel que P = (X — a)"Q et (X — a) de divise pas Q. Ainsi, a n’est pas une
racine de Q et donc Q(a) # 0.
Soit £ € [0,n].

5 n 5 /n n!
PO — (X —a) @ = (k) (X — )@ Qe = 3 <k> Qe

k=0 k=0

car k < ¢ < n. Ensuite,

4 14
PO(e) = 3 (Z) n i!k)!(a —a)" Q@) = ) (Z) o ﬁ!k:)lonké(fk)(a)'

k=0 k=0

o Sif <mn,alors Yk e [0,n], 0" % =0 car n — k # 0 et donc P = 0.

Vke[[O (—1], o *=0
“t=00=1
P(a

o Sif=n, alors

et donc PO (« 20—1—( =) Q(O) @) =n!Q(a) # 0

e Sens réciproque. On suppose que =..= ﬁ("_l)(a) =0et P 0. On note d le
degré de P.

On utilise la formule de Taylor :

n=l B(k)(q (k)
—a)kZZP () +Z a)k.

!
= K
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On peut faire ce découpage car n < d (puisque P # 0). Or

& PO()

(X -a)f=0
= k!
donc 4
ﬁ(k)(a) k
P=> o (X —a)
k=n
puis

P (q
P=(X-a) ), P k‘( ) (x —a)Fr
k=n .

et on note P = (X — a)™ Q. On vient de montrer que (X —a)" | P.
De plus,

Ainsi (X — a)"™! ne divise pas P. 0O

Proposition 64.}

Soit P € K[X], « € K, n € N*. v est une racine de multiplicité au moins n si et seulement si

(X —a)"|P ou P(a)=P(a)=..=P"Da)=0.

Exemple 65. Considérons P = X° —7X44+19X3 —25X2+16X —4. On a P(1) = P/(1) = P"(1) = 0.

Donc 1 est racine de P de multiplicité au moins 3. Notons que puisque P(3)(1) = 6, 1 est racine de
multiplicité 3.

3.2. Factorisation d’un polynéme

,—[Proposition 66.} N

Soit r € N*, P € K[X], a1, ..., a, € K des scalaires deux & deux distincts et my, ..., m, € N*.
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) pour tout i € [1,7], «; est racine de P de multiplicité au moins m; ;

T

(i) [T (X —ag)™ | P.

k=1
\ 7
Démonstration. e (i)=(il). Pour tout r € N* on pose H, : « pour tout ai,...,q, € K, si
ai, ..., sont des racines distinctes de multiplicités respectives au moins égales a myq,...,m,,
T
alors [] (X —ag)™ | P ».
k=1

Soit a une racine de multiplicité au moins m; de P. Alors (X — «y)™* divise P par définition
de la multiplicité, donc H; est vraie.
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Soit r € N* tel que H,. soit vraie. Soit ayq, ..., @41 des racines distinctes de P de multiplicités res-
T
pectives au moins égales & my, ..., m,41. Via H,, il existe @ € K[X] tel que P = [] (X —ax)™* Q.
k=1
Alors

Plars) = [](X = an)™ Qlarsa).
k=1
#0
Or ]S(arH) = 0 car a,41 est racine de P, donc é(ar+1) =0, i.e. o117 est une racine de Q.
Notons m lordre de multiplicité de a,41 en tant que racine de Q. On sait alors qu’il existe
Q1 € K[X] tel que
Q=(X—ar41)"Q1 et Qi(apy1) #0.

Ensuite,
.

P=(X—a1)" Q1 | [(X —ax)™.

k=1

“ _

=Q2

On a alors Qa(ar4+1) = Q1(ar41) X [] (41 —ag)™ # 0. Ainsi a1 est racine de P d’ordre de
k=1

r+1 r
multiplicité exactement m. Par suite, m,11 < met [] (X —ay)™* divise (X —ay41)™ [[ (X —
k=1 k=1

ag )™ et donc aussi P. D’ott H,y1.
Le principe de récurrence permet de conclure.

e (ii)==(i). Puisque (X —a1)™ ... (X —q,)™r divise P, on a en particulier que pour tout ¢ € [1, r],
(X — ;)™ divise P. On conclut avec la Proposition 64. O

Exemple 67. P" — 1 posséde n racines simples, a savoir e’ e pour k € [0,n — 1]. Ainsi,
n

1_[ ) X" 1

degré n

degré n

Donc le quotient de ces deux polyndémes est de degré 0, ce qui entraine l’existence de A € C* tel que

X" -1 =xx|[(x =5,
L[l( )

coeff. dominant : 1

coeff. dominant : 1

Donc A = 1.

On peut généraliser la méthode développée dans 'exemple précédent. On obtient alors le corollaire
suivant.

— Corollaire 68. N

Soit P € K[X] et a, ..., - des racines de P de multiplicités respectives my, ..., m, € N* ou
re N*.

1. my + ... + m, < deg(P)
2. Simy + ... + m, = deg(P), alors

e a1,...,q, sont les racines de P.

e P=) n — ay)™" ou A est le coefficient dominant de P.
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Exemple 69. P =2X%—-7X34+6X2+ X —2 posseéde une racine double (1) et deux racines simples (2
et %) Ainsi le nombre de racines de P comptées avec multiplicité est 4. De plus, puisque le coefficient
de P est 2, on obtient

P:2(X—1)2(X—2)(X—;>.

Le corollaire assure en particulier qu'un polynéme de degré n > 0 a au plus n racines distinctes. On
en déduit le corollaire suivant, trés important en pratique car il permet d’identifier deux fonctions
polynomiales égales sur une partie infinie.

Corollaire 70.

Soit n € N. Si P est de degré au plus n et possede n+ 1 racines, alors P = 0. En particulier,
si P,Q € K[X] coincident sur une partie infinie de K, alors P = Q.

Démonstration.
La premiére partie du corollaire est une conséquence directe du corollaire précédente. Soit P, Q € K[X],

soit £ € P(K) infinie telle que pour tout z € E, ﬁ’(m) = @(m) Alors P — @ posseéde une infinité de
racines, donc P — @ = 0. O

~— Corollaire 71. \

L’application ® : K[X] — & est bijective, on

P — P
E= {fe]—'(K,K) In e N,3(ag,...,a,) K", Ve e K, f(z)= Z akxk}.
k=0
Démonstration. N .
Soit f € £. 1l existe n € N, (ag,...,a,) € K" tel que f: 2+ > apz®. En posant P = >} a, X", on
k=0 k=0

a ®(P) = f. Ainsi ® est surjective.
Soit Py, P» € K[X] tels que ®(Py) = ®(P,). Alors &(P; — P;) = 0, donc « — Pi(z) — Pa(x) est nulle,
ce qui entraine que P; — P> admet une infinité de racines puis P; = P». Ainsi ® est injective. O

Le corollaire précédent justifie 'identification faite entre les polyndémes et les fonctions polynomiales.

— Définition 72. N

Soit P € K[X] non nul. On dit que P est scindé sur K si et seulement si

Jon, . €K, Imy,omp €N, IXEK, P=X]](X —a)™.
k=1

Autrement dit, P est scindé sur K si et seulement P est produit de polyndémes de degré 1 a
coefficients dans K.
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Proposition 73.}

Soit P € K[X] non constant. P est scindé si et seulement si il posséde deg(P) racines
comptées avec leur multiplicité.

Exemple 74. L 2X?—7X346X2+ X —2=2(X — 1)%(X — 2)(X — 3) est scindé sur R.

2. X2 +1 = (X —4)(X +1) est scindé sur C, mais par sur R car ce polynome n’a pas de racines

réelles.
n

3. Soit ne N*. X" —1= [ (X —¢*") est scindé sur C.
k=1

Proposition 75.}

Soit A et B deux polynémes. Si A est scindé, alors toutes les racines de A sont des racines
de B avec une multiplicité au moins égale si et seulement si A | B.

Exemple 76. Les racines de X* — 1 sont les racines 4-iémes de 1'unité. Elles sont aussi racines
12-iémes donc X4 — 1 divise X2 — 1.

Proposition 77.}

Soit P € K[X], aq,...,a, des racines de P de multiplicités respectives my,...,m, € N* ou
re N*.
Pour tout k € [[1,7], si my > 2, alors «y, est une racine de P’ de multiplicité my — 1.

Démonstration.
Immédiat grace a la Proposition 64. O

4. Factorisation dans R[X]| et C[X]

4.1. Polynémes irréductibles

Tout le cours d’arithmétique dans K[X] évolue en paralléle avec le cours d’arithmétique dans Z. Ceci
tient entre autres dans le fait qu’il existe dans Z (muni des opérations + et x) et dans K[X] (muni des
opérations + et x) une division euclidienne. Le théoréme fondamental de 'arithmétique dans Z dit
que tout entier n supérieur ou égal a 2 se décompose, de maniére unique a ’ordre pres des facteurs, en
un produit de nombres premiers. La notion de nombre premier dans N* a son analogue dans K[X] :
la notion de polynéme irréductible sur K. De méme que, dans N*, le nombre 1 ne fait pas partie de
la liste des nombres premiers pour assurer 'unicité de la décomposition, un polynéme de degré 0 ne
fera pas partie de la liste des polyndémes irréductibles sur K pour assurer I'unicité de la décomposition
dans K[X].

Définition 78.

Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible si et seulement si deg(P) > 1 et

V(A,B) e K[X]?, P = AB = deg(A) =0 ou deg(B) =0.
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Remarque 79. Soit P € K[X] de degré supérieur ou égal a 1.

P est irréductible si et seulement si ses seuls diviseurs sont les constantes non nulles et les produits
de P par une constante non nulle. Sous cette forme, on comprend plus facilement l'analogie avec la
notion de nombre premier sur Z.

Exemple 80. Ona X?+1 = (X —i)(X +4) dans C[X], donc X —i | X2+1. Par ailleurs, deg(X —i) # 0
et deg(X — i) # deg(X? + 1), donc X2 + 1 n’est pas irréductible dans C[X].

Montrons que X2 + 1 est irréductible dans R[X]. Soit P € R[X]\ {0} tel que P | X2 + 1. Alors
deg(P) < deg(X? + 1), puis deg(P) € {0, 1, 2}.

Supposons deg(P) = 1. Alors il existe (a,b) € R* x R tel que P = aX + b. Puisque aX +b | X2 + 1,
on obtient que 73 est une racine de X2 + 1, ce qui est absurde.

Supposons deg(P) = 2 : il existe A € K* tel que X? + 1= AP, donc P = %(X2 +1).

Exercice d’application 81. Montrer qu'un polyndéme réel de degré n > 3 impair n’est jamais

irréductible.
< Notons n = deg(P) et a,, le coefficient dominant de P. On a P(x) > anz™ et P(z) ~ apa™,
Tr—+00 Tr——00

et en particulier les limites en —o0 et +00 de P sont infinies de signe contraire. A I'aide du théoreme
des valeurs intermédiaires, on peut en déduire qu’il existe a € R tel que P(a) = 0. Donc (X — ) | P,
et donc P n’est pas irréductible.

A\ Attention A\. Un polyndéme qui n’a pas de racine dans K n’est pas nécessairement irréductible
sur K. Considérons par exemple le polynéme P = X* 4+ X* +1 € R[X]. P n’a pas de racine sur R
puisque pour tout x réel, P(x) = 2* + 2% + 1 > 0. Pourtant,

P=X*" 42X’ 4+1-X’=(X?+1)P - X’ =(X?+X+1)(X* =X +1),

et le polynéme n’est pas irréductible sur R.

Proposition 82.}

Soit P € K[X]. Si deg(P) = 2 et si P posséde une racine « € K, alors P n’est pas irréductible
sur K.

Démonstration.
Soit @ € K une racine de P. Il existe @ € K[X] tel que P = (X — «)Q. On obtient deg(Q) =
deg(P)—12>1. O

A Attention A. La réciproque est fausse. X2+ 1 est irréductible sur R et n’a pas de racines réelles.

Théoréme 83.

Les polynomes de degré 1 sont irréductibles sur K.

Démonstration.
Soit P € K[X] avec deg(P) = 1. Soit (4, B) € K[X]? tel que P = AB. On a 1 = deg(P) = deg(A) +
deg(B), d’ou (deg(A), deg(B)) € {(0,1),(1,0)}. Ainsi P est irréductible. O

4.2. Décomposition dans C[X|

Commencons par présenter le « théoreme fondamental de 1’algebre ».
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Théoréme 84 - Théoréme de D’Alembert-Gauss.]

Tout polynéme non constant de C[X] possede au moins une racine.

Démonstration.
Admis (difficile). O

La propriété énoncée dans le théoreme de D’Alembert-Gauss signifie que C est algébriquement clos.

Par exemple, I’équation 2® + 2% +1 = 0 admet au moins une solution dans C. On note que le théoréme
ne fournit aucun procédé pour 'obtenir et de fait, personne au monde ne sait donner la valeur exacte
d’une solution. Au degré 2, on dispose de formule fournissant les solutions en fonction des coefficients
de I’équation (avec le discriminant). Une telle formule existence encore au degré 3 (formules de Cardan,
qui contient entre autres des racines carrées et des racines cubiques) et au degré 4 (formules de Ferrari).
Mais il a été démontré qu’il n’est plus possible d’obtenir de telles formules pour les équations de degré
supérieur ou égal a 5 : « I’équation polynomiale générale de degré supérieur ou égal a 5 n’est pas
résolution par radicaux ». Ceci n’empéche pas de savoir résoudre, ponctuellement, certaines équations
de degré 5 (comme 2z° — 1 = 0 d’inconnue z € C par exemple).

— Corollaire 85. N

Tout polynéme de degré supérieur ou égal & 1 de C[X] est scindé sur C.
Plus précisément, pour tout élément P de C[X] de degré n > 1, il existe A € C* et
(a1, ...,ap) € C™ tel que

P=XX—a1)...(X —ayn).

Démonstration.
Pour tout n € N*, on pose H,, : « tout polynéme de C[X] de degré n est scindé sur C ».

Tout élément de C[X] de degré 1 est produit d’un polyndéme de degré, donc H; est vraie.

Soit n € N tel que H,, soit vraie. Soit P € C[X] de degré n + 1. D’aprés le théoréme de d’Alembert-
Gauss, comme n + 1 > 1, P admet au moins une racine a € C. Alors (X — a) divise P et il existe
Q € K[X] tel que P(X) = (X — a)Q(X). Or deg(Q) = n donc H, fournit que Q est scindé. Il s’ensuit
quil existe (X, ay,...,a,) € C**! tel que

Q=XMX—-a1) (X —an).
Ainsi P=AX —a)(X —a;1) -+ (X — ay) est scindé donc H,, 11 est vraie.

Finalement le principe de récurrence permet de conclure. O

Théoréme 86.

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndémes de degré 1.

Démonstration. e Le Théoreme 83 assure que les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.

e Soit P € K[X] de degré supérieur ou égal a 2. Le théoréme de D’Alembert-Gauss assure que P
possede une racine et la Proposition 82 permet de conclure. O
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,—[Théoréme 87 - Décomposition des polynémes a coefficients dans C.]—

Soit P € C[X] de degré n > 1. P se décompose de maniére unique & 1’ordre pres des facteurs
sous la forme

P=X[](X—apm,
k=1

avec
e ) le coefficient dominant de P;
e ai,...,q, € C les racines complexes distinctes de P;
e my,...,m, € N* les ordres de multiplicité respectifs de aq, ..., ;..

Ainsi tout polynéme de C[X] se décompose de maniére unique, & 'ordre des facteurs pres,
en produit de polynéme irréductibles de C[X].

\. J

Démonstration.

L’unicité de la décomposition vient du fait que nécessairement A est le coefficient dominant de P,
i, ..., sont nécessairement les racines deux a deux distinctes de P et myq,...,my leurs ordres de
multiplicités respectifs.

D’apreés le Corollaire 85, P est scindé sur C[X], d’ou lexistence d’une telle factorisation. O

2im

Exemple 88. 1. X3 —1=(X-1)(X —j)(X —j?),ouj=e5.
2. X4 —1=(X —1)(X —i)(X + 1)(X +1).

QOOOOOOVOOOVOVOVOOOOVOVVOOOOOVOOOOOVOOOOOVOVOOOOVOVVOOOOVOVOOOOVOVOOOOVOVOVOOOOOVOOOOVOVVOOOOOVO O OOV OOOOOVOOOOOOVOOOO0

Remarque technique 89. Pour factoriser un polynoéme dans C[X], on cherche toutes ses racines.

Exercice d’application 90. Factoriser dans C[X] le polynome X* + 1.

. w2k .
> Pour 2€C, 2t = -1 &= 2* =e/™ <=3k € [0,3], z=¢'"1 . Ainsi

X' 1= (X —e ) (X —eT)(X - T)(X —eF).
Exercice d’application 91. Factoriser dans C[X] le polynome X6 + X3 4 1.

— Soit z € C.

L+ 41=0 = (*)?+)+1=0
= 22=jouzd=;2

— 3ke[0,2], z =TT ou z = ¥+

Finalement,

;27 s 147 ; 4

P=(X—-¢e9)(X —ei%ﬂ)<X —e' ) (X _eZmT")(X _ein")(X —eiT)_

QOOOOVOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOVOOOOOVOOOOOOV VOOV OOOOOVV VOOV OOOOOVV VOOV OOOOOVV VOOV O VOOV VOOOOOVOOOOOOOOOOO0

4.3. Polynéme conjugué

~— Définition 92. \

Soit P € C[X] dont on note n le degré. 1l existe (ag, ..., a,) € C"*! tel que P = Y ap X*.
k=0

_ . n
On appelle polynéme conjugué de P et on note P le polynéme P = Y @i X".
k=0
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11 s’agit d’une « conjugaison formelle » (on a conjugué les coefficients). Les propriétés usuelles de cette
conjugaison formelle sont donnée ci-apres.

,—(Proposition 93.} \

1. A+B

o Ok
BN
|

\ J

Démonstration.
n

n
Notons A = >} aip X ket B= > b X kol ay, by sont des complexes éventuellement nuls.
k=0 k=0

n n . n R _ —
1. A+B= Y ar +bp Xt = Y (@ + bp)X* = Y @ XF + b Xk = A+ B.
k=0 k=0 k=0
2.0 P= Y X =Y (Nap)XF =X Y ap Xk =X A
k=0 k=0 k=0

2n k 2n k [
3. AxB= Y] (Z apbk_p>X’“_ > (Z apobn_p> Xk =AxB.

k=0 \ p=0

4. A= <Z aka> =S TG@XF= Y aXF = A
k=0 k=0 k=0
5. Ae R[X]| <= Vke[1,n], ax e R == Vke [1,n], azy = ar = A = A,

6. A(z) = (f} akzk) = i anzt = A(Z). O

k=0 k=0

Proposition 94.}

Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 1. Soit z € C.
z est une racine de P si et seulement si Z est racine de P. Le cas échéant, z et Z ont méme
ordre de multiplicité.

Démonstration.

On suppose que z est racine de P. Notons k € N* 'ordre de multiplicité de z. Alors il existe @ € C[X]
tel que P = (X — 2)¥Q et Q(2) # 0. En conjuguant cette égalité, on obtient que P = (X — 2)kQ
(puisque P = P). Donc % est racine de multiplicité au moins k. Par ailleurs, Q(Z) = Q(z) # 0, donc Z
est racine de P de multiplicité exactement k.

O

4.4. Factorisation dans R[X]|

Théoréme 95.

Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynémes de
degré 2 sans racines réelles.
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Démonstration. e Le Théoréme 83 assure que les polynémes de degré 1 sont irréductibles.

e Soit P € R[X] de degré 2 sans racines réelles. Soit A, B € R[X] tels que P = AB. Alors
2 = deg(A) + deg(B), donc (deg(A),deg(B)) € {(0,2),(1,1),(2,0)}. Supposons que deg(A) =1
et deg(B) = 1. Il existe (a,b) € R* x R tel que A =aX +b. Ainsi aX +b | P et *g est racine
de P, ce qui est contradictoire.

e Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 3. Le théoreme de d’Alembert-Gauss que P admet
une racine « € C.
Si a € R, la Proposition 82 permet de conclure.
Si o ¢ R, @ est aussi une racine de P (avec o # @). Ainsi P est divisible par (X —a)(X — @) =
(X2 — 2Re(a)X + |af?) € R[X]. Ainsi il existe Q € R[X] tel que P = Q(X — a)(X —@). En
considérant les degrés, on obtient que deg(Q) = deg(P) — 2 = 1, ce qui montre que P n’est pas
irréductible. O

Remarque 96. Si P est de degré 2 a coefficients réels, les assertions « P est irréductible sur R »
et « P n’a pas de racine réelle » sont équivalentes. Ce résultat est faux dans le cas général. On a par
exemple constaté ci-avant que le polynéme X4 + X2 4 1 n’a pas de racine réelle et pourtant n’est pas
irréductible sur R.

Exercice d’application 97. Soit # € R. Soit A = X2 —2cos(§)X + 1. A quelle condition nécessaire
et suffisante A est-il irréductible sur R?

— A est irréductible sur R si et seulement si son discriminant est strictement négatif. Or
cos?(0) — 1 < 0« —sin?(0) < 0.

Finalement, P est irréductible si et seulement si # n’est pas multiple de .
Notons qu’on peut déterminer la décomposition de P sur C[X].

X2 —2cos0X+1 = (X —cosf)?+sin?0 = (X —cosf—isin ) (X —cosf+isinf) = (X —e?)(X —e ).

De plus, ¥ = ¢7¥ «— €% = 1 « 20 € 2nZ < 0 € 7Z : on retrouve la condition nécessaire et
suffisante obtenue avant (les racines sont ici conjuguées; elles sont donc complexes si et seulement si

elles sont distinctes). On peut ainsi obtenir la décomposition de P sur R[X].
e Sif¢nZ A= X?—-2cosX + 1.
e Sife2rZ, A=X?-2X+1=(X-1)>~
e Siferm+21Z, A=X2+2X +1= (X +1)2
On peut maintenant se diriger vers la factorisation sur R[X] & partir du théoréme de décomposition

sur C[X] (on considére R comme un sous-ensemble de C et '« inclusion » R[X] < C[X]).

Soit P un élément de R[X] de degré supérieur ou égal a 1. Notons A le coefficient dominant de P,
a1, ..., @, les 7 racines réelles de P (avec r € N) de multiplicités respectives my, ..., m,, wy,...,ws les s
racines complexes de partie imaginaire strictement positives (avec s € N) de multiplicités respectives
ni,...,ns. On obtient, avec la Proposition 94, que wx, ..., w5 sont exactement les racines complexes de
partie imaginaire strictement négative, de multiplicités respectives nq, ..., ns. Ainsi, le théoreme de
décomposition sur C[X]| donne

P=X (ﬁ(x —ak>mk> (ﬁ(x - )™ (X —m"k> .
k=1 k=1

En regroupant les facteurs conjugués et en utilisant que pour tout k € [1,s], (X — wg)(X —wg) =
X? — 2Re(wr)X + |wk|?, on obtient

P=2X (ﬁ(X — Ozk)mk> <ﬁ(X2 +ka—|—Ck)n’“> .

k=1 k=1

ot by, = —2%Re(wy) et ¢ = |wg|? sont deux réels. On a par ailleurs, pour tout k € [1,s], b7 — 4cx, < 0,
puisque, pour tout k € [1, s]], les racines de X2 + b, X + ¢ sont les complexes non réels wy, et wy,.
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,—[Théoréme 98 - Décomposition des polynémes a coefficients dans R.]—

Tout polynéme P de R[X] de degré supérieur ou égal a 1 se décompose de maniére unique
a Dordre prés des facteurs sous la forme :

S

P=X]](X —ap)™ [ [(X? = 2Re(wr) X+ | wi [1)™,
k=1 k=1

e )\ le coefficient dominant de P ;

e pour tout k € [1, 7], ax est une racine réelle de P de multiplicité my, (il y a exactement
r racines réelles) ;

e pour tout k € [1, s], wg, Wx sont des racines complexes non réelles de P, de multiplicité
ng (il y a exactement 2s racines complexes).

Ainsi tout polynéme de R[X] se décompose de maniére unique, a 'ordre des facteurs pres,
en produit de polynéme irréductibles de R[X].

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 99. Pour décomposer dans R[X] ou C[X], on peut chercher des racines
évidentes «, déterminer leur multiplicité m & Paide de polynomes dérivés puis factoriser par (X —
a)™. Sl reste des polynomes de degré 2 dans la factorisation obtenue, il faudra bien vérifier que le
discriminant de ces trindmes est négatif avant de conclure.

Exercice d’application 100. Décomposer P = X* —2X3 +2X2 —2X + 1 dans R[X] et C[X].

< On remarque que P(1) = 0 donc 1 est une racine de P. De plus, P/ = 4X3 — 6X2 4+ 4X — 2, puis
P'(1)=4—-6+4—2 =0 donc 1 est une racine au moins double de P. Ainsi, il existe @ € C[X] tel
que P = (X —1)2Q. Une division euclidienne permet de déterminer Q :

X4 —2X342X2 22X +1]X2-2X+1
- X*4+2Xx7 —X? X2 +1

X2_-2X +1
—X242X -1
0

Ainsi, P = (X — 1)3(X2 +1).

X? 4 1 est un polynéme de second degré et ne posséde pas de racines réelles donc il s’agit de la
décomposition de P dans R[X].

La décomposition dans C[X] est P = (X — 1)3(X —4)(X +1i).

QOOOOVOOOOOVOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOV VOOV O VOOV OOOOOOVO VOOV OO VOOV O VOOV OOOOOOVO VOOV O VOOV OOOOOOOOOOO0

OOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 101. Si on connait la décomposition d’un polynéme dans C[X], on peut
facilement le factoriser dans R[X]| en regroupant les expressions conjuguées.

Exercice d’application 102. Factoriser dans R[X] le polynome X3 — 1.

< On a obtenu dans C[X], X? -1 = (X —1)(X —j)(X —j2), dott dans R[X], X? -1 = (X —1)(X%+
X +1).

Notons qu’on aurait aussi pu remarquer que 1 était racine simple évidente, puis conclure avec une
division euclidienne.

Exercice d’application 103. Factoriser X%+ X3 + 1 dans R[X].

15 - POLYNOMES PAGE 28 SUR 31 PCSI 2



— A partir de la décomposition dans C[X] :

G Ll4m - 147

X604 X341 = (X —eF) (X —e %) (X — ) (X —e ) (X — ") (X —et'0")
= (X?—2cos(F)X +1)(X? —2cos(5)X + 1)(X? — 2cos(1g7) X +1).

QOOOOOOVOOOOVVOOOOVOVVOOOVOVVOOOOOVVOOOOVVO VOOV OOOOOVV VOOV VOOOOVV VOOV OOOOOVV VOOV VOOOOOV VOOV VOOOOOOOOOO0

Exercice d’application 104. Factoriser dans R[X], X* + 1.

— Meéthode 1. On utilise la décomposition obtenue dans C[X],
X' 1=(X—eT) (X —e ) (X - T)(X —e 7)) = (X% = V2X + 1)(X? + V2X + 1).

M¢éthode 2. Moins calculatoire, mais plus astucieuse.

Xt 41=(X24+1=(X2+1)2 —2X? = (X2 —V2X + 1)(X%2+V2X +1).

Exercice d’application 105. Soit n € N*. Déterminer la factorisation dans R[X] de X™ — 1.

— On a obtenu la décomposition dans C[X] suivante :

n—1 ok
xro1= T (x - o).
k=0
e Sin est pair, alors il existe k € Z tel que n = 2k et, en regroupant les termes complexes conjugués,
k—1 N N
X% -1 = (X-1)X+]] (X - el%) (X - e—l%)

p=1
k—1

= (X—l)(X+1)n(X—?cos(pn—ﬂ)—kl).

e Sin est impair, alors il existe k € Z tel que n = 2k 4+ 1 et de méme qu’avant,

X2k+1 _ 1 — (X—l)ﬁ (X—eﬁiﬂ) (X_efiziﬂ)
%

= (X—l)“(X—Qcos(%)+l).

p=

S
—_

—

5. Relations coefficients-racines

2
Soit P € K[X] un polynéme scindé de degré 2 qu'on note P = ) aiX*. Notons de plus ay, oy ses
k=0
racines. Développons A(X — a1 )(X — ag) :

X terme obtenu : A\ X?
P

X
/ T —as terme obtenu : —Aas X
A
\ X terme obtenu : —A a1 X
\

—aa terme obtenu : A\(—1)%a; sz
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En identifiant, on obtient que az = A, a; = A(—a; — ag) et ag = A(—1)%ajas et on retrouve les
relations coefficients-racines déja mentionnées :

3
Soit P € K[X] un polynéme scindé de degré 3 qu'on note P = > apX*. Notons de plus ajas, as ses
k=0
racines. Développons A(X — a1 )(X — ag)(X — a3) :

- X terme obtenu : A X3
X \
/ —Qs terme obtenu : —Aas X2

\ / X terme obtenu : —Aap X2

/ X terme obtenu : —Aay X2

—a

—asg terme obtenu : A\(—1)3ajasas

En identifiant, on obtient que az = A, az = A\(—a; — as — a3) et ag = AM(—1)3ajaza3 et ainsi :

Zak:—% et Hak:(—l)ia?.
3 3

,—[Proposition 106 - Relations de Viéte.} N

n
Soit P € K[X] un polynéme scindé. Notons n = deg(P), P = Y ar X" et ay,...,a, les

k=0
racines de P. Alors
n n
Ap—1 ap
Zak:—n et ||ak:( Hr—.
k=1 an k=1 An

Démonstration.
En développant A(X — 1) -+ (X — ay,) (ot A € C est le coefficient dominant de P), on obtient que
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X terme obtenu : X"
X <
—0p terme obtenu : —a;, X!
X X
X < —Qp—1 <
—Q2 —Qp

X
—a
—as

X
—Qp_1 <
—ay, terme obtenu : (—1)"aq - ay,

P=AX"4+ (a1 —ag— - —a,) X" ' 4+t (—1)(—a2) ... (—ay)

En identifiant, on obtient :

Qp— a
Zakz—"l et Hakz(l)"o
(07 Gnp,
k=1 k=1
O
n—1 e
Exemple 107. Soit ne N*. X" —1= J] (X —e""n ). Les relations coefficients-racines s’écrivent
k=0
nl 2k 0 nl 2k
i Y =2 1\ntl
Z e =—1= 0 et H e (=)™
k=0 k=0
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