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Développements limités

YiEla peut sembler un paradoxe, mais toutes les sciences exactes sont dominées par l'idée
de approximation.

Bertrand Russell

Dans ce chapitre, nous allons voir comment approcher localement une fonction par des fonctions
polynomiales. Cette approximation locale permet I’étude locale du graphe d’une fonction (tangentes
et asymptotes en particulier). C’est aussi un outil pratique pour obtenir des équivalents et calculer
des limites.

Dans ce chapitre D désigne une partie de R de la forme D = I ou bien D = I\{a} ou I est un
intervalle non vide et non réduit & un point et « est un point de I ou une de ses extrémités. De plus,
n désignera un entier naturel. Enfin, K désignera le corps des réels R ou celui des complexes C.

1. Définition et premiéres propriétés

~— Définition 1. N

Soit f € F(D,K). On dit que f admet un développement limité a l'ordre n en a s’il
existe un polyndéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que 'on ait

f(@) = Pu(z—a)+o((z—a)")

r—a

ou de maniere équivalente

fla+h) = Pu(h)+o(h")

20

n
ou encore, en notant P, = . ai X",

n

Le polyndéme P, est appelé partie principale ou réguliére du développement limité.




On notera de maniére abrégée f a un DL, (a).
Remarque 2. 1. Dans ces formules, il ne faut surtout pas développer les puissances de x — a, car
elles sont intéressantes a considérer lorsque 1’on se situe au voisinage de a.

2. En posant g(h) = f(a+h), on peut toujours se ramener a un développement limité en 0, et dans
la suite du cours, on ne considérera que des développements limités au voisinage de 0.

3. Désormais, lorsqu’on parlera du développement limité en 0 (respectivement en a) d’une fonction
f définie sur D, cela signifiera implicitement que 0 (respectivement a) est un point ou une
extrémité de D.

4. Quand on écrit un développement limité, le degré maximal des monoémes qui apparait avant
o((z — a)™) est inférieur ou égal n. Un écriture comme

flx) :01 + 327 4+ 2% 4+ 2" + o(2?)

Tr—>

n’est pas un développement limité. Puisque z* :00(333), on peut écrire

Tr—

f(zx) :01 + 322 + 2% 4 o(2%)

Tr—

et 'on a maintenant un développement limité a l’ordre 3.
5. L’ordre d’un développement limité est I’exposant qui apparait dans o((x — a)™). Par exemple, le

développement limité

flz) = 14+32% 42" + O(xﬁ)
z—0
est un développement limité & Pordre 6 et pas & lordre 4. Nous verrons que f(x) = 14322+
xTr—>

x4+ 0(964) est vrai aussi, mais moins précis.

Exemple 3. La fonction f: |-1;+0] — R a un DL4(0). En effet,
r — x—2%+2°In(l+ )+ 22*
six > —1,
f(z) = (z —2?) = 23In(1 + z) + 22* l:OO(x2) .
En effet, il est clair que 2x* :00(:52) et 23In(l1+xz) ~ a2 dot2®In(l+2z) = o(z?). Ainsi,

f(z) = z—2°+o0(z?).

z—0
SOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOOOVOVOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 4. Les fonctions polynomiales admettent des développements limites a tous
les ordres.

Exercice d’application 5. Déterminer le DLy(0) et le DL7(0) de z — (1 + x)*.

— On a
(1+x)* :01 + 4 + 62° + o(2?)

Tr—

et
(1+ x)4/‘:01 +4x + 62° + 42® + 2" + o(z7) .

fevviiuidasssvdaiiiasvesvvviviaidassvvidnividasdvdvidinaiadesvvviinainadsvvuiviniaidaievivaiviieidaivieiiivivivivielolioiaieiaieieieielvieloliole]

Exercice d’application 6. Soit f: R\{l1} — R . Montrer que f a un DL, (0) pour tout
1
xr —> —

n e N.
— Soit n € N. Soit x € R\{1}.

Or " = o(z™), d’ou
’
— X z—0

= E ¥ 4 o(z™)
1—2a-0 frr
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;s

,y=14+z+22+2°
‘ 2

,’,/:l/:l+.'li+ili

Complément : notons qu’en remplacant « par —z dans la formule précédente, on obtient

1 n
— _1 k_ .k n
1+xmﬁokzzzo( )x —l—o(x)

A Attention A\. Deux fonctions admettant les mémes développements limités a tous les ordres en
un point peuvent étre différentes au voisinage de ce point.

Par exemple, considérons la fonction

f: R — R
N {exp(—zg) sixz#0

Soit n € N. Soit z € R*.

par croissances comparées. Ainsi,

La fonction f admet les mémes développements limités que la fonction nulle (en effet pour tout n € N,
0 = o(z™)) et bien siir f n’est pas la fonction nulle.

Un développement limité n’est donc qu'une propriété locale : une fonction posséde un unique dévelop-
pement limité & 'ordre n en un point mais les développements limités a tous les ordres en un point
d’une fonction ne suffisent pas pour la caractériser entiérement.

~ Proposition 7. N

Soit f € F(D,K). On suppose que f admet un DL, (a).

1. La partie réguliere de ce développement limité est unique.

2. f admet aussi un DL, (a) pour tout entier naturel p < n. De plus, la partie principale
est obtenue en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a p de la partie
réguliere du DL,,(a) (on parle de troncature a l'ordre p).

Démonstration. 1. Suppose par 'absurde qu’il existe deux (n + 1)-uplets (ag, ..., a,) et (bg, ..., by)
différents tels que

f@) = Yalz—a)f +olle—a)) et flo) = > bi(z—a)" +o((z—a)").
k=0
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Notons p le plus petit indice de [0,n] tels que a, # b,. En faisant la différence de ces deux
développements limités, on obtient, puisque les p premiers coefficients sont égaux,

n

(ap = bp) (& —a)P + 3 (ar —bi)(z —a)f = o((x—a)")

k=p+1
et, en divisant le tout par (z — a)P, on obtient qu’il existe € € F(D, K) qui tend vers 0 en a telle
que
n
Ve e D\{a}, b,=a,+ Z (ar — bp)z" P + (z — a)" Pe(x).
k=p+1
Lorsqu’on prend la limite en a, on obtient a,, = b, ce qui contredit la minimalité de p.

2. Immédiat en observant que pour tout j € [p+ 1,n], (z — a)? = o((z — a)?). O

Exercice d’application 8. Déterminer la troncature & I’ordre 4 du développement limite f(z) = 2+

2z + 2% + 0(366)

— On a immédiatement f(z) :0332 + 2z + o(a).

\.

— Définition 9. N

xr—

Soit f € F(D,K). On suppose que f admet un DL, (a) de partie réguliére non nulle :

fl@) = ap+ar(x—a)+ - F+a(z—a)" +o((z—a)").

r—a

Notons p le plus petit entier tel que a, # 0. On appelle forme normalisée de ce dévelop-
pement limité le développement

f@)=(z—a) (ap+ap1(z—a)+ -+ ap(x —a)" P+ o((x —a)"?)),

i.e.
f(a + h) h:()hp (ap + ap+1h+ c 4 a,h™P +O(hn,p)) '

\

,—(Proposition 10.} N

Soit f € F(D,K) dont la forme normale du développement limité & Pordre n en a est :
f@) = (z = a)? (ap + apsr(x —a) + -+ ap(z — a)" P +o((z — a)" 7))

(donc ap, # 0). Alors f(x) o ap(z — a)?.

—a

Démonstration.
En tronquant a Uordre p, ona f(z) = ay(z—a)?+o((x — a)?), d'on f(z) = ap(z—a)’+o(ap(z — a)?)
puis f(z) ~ ap(z—a)?’. O

— Corollaire 11. N

Soit f € F(D,K) dont la forme normale du développement limité & ordre n en a est :
f(@) = (z —a)? (ap + aps1(z —a) + - +an(z —a)" P +o((z —a)"?))

(donc ap, # 0). Alors f(z) est du méme signe que ap(z — a)? si z est au voisinage de a.
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Démonstration.
Immédiat en utilisant le signe local d’un équivalent. O

Sous les mémes hypotheses que la proposition, la fonction z — f(z) — ap(z — a)P posséde un DL &
lordre n au voisinage de a :

f(@) —ap(z—a) = apri(z—a)’™ 4+ +an(z—a)" +o((x —a)").

Tr—a
Si la partie réguliére de celui-ci n’est pas nulle et posséde pour forme normalisée

f(@) = apla—a)’ = (o= ) (ag + Ao = a) + -+ anle — )"0 4 0(a"7)).

ou a4 # 0, on obtient I'équivalent f(z) — ap(x —a)? ~ aq(z—a)d.

T—>

Proposition 12.}

Supposons que f a un DL, (0). Si f est paire (resp. impaire), son développement limité ne
comporte que des puissances paires (resp. impaires).

Démonstration.
Soit f une fonction paire admettant un développement limité a I'ordre n en 0. On a

n n
— k n _ — _1\k k n
f(z) = Z arz” + o(z") et f(=x) o 2( 1)%apa™ + o(a™).
k=0 k=0
Par unicité du développement limité, pour tout k € [0,n], ar = (—1)¥ay. Ce qui montre que les
coefficients des puissances impaires sont nuls. La démonstration est similaire pour une fonction impaire.

O

Remarque 13. Cette proposition n’admet pas de réciproque : une fonction qui admet des dévelop-
pements limités paires en 0 a tout ordre n’est pas nécessairement paire. Un développement limité est
une propriété locale et on ne peut pas déduire des développements limités des propriétés globales sur
les fonctions.

2. Existence d’'un développement limité

2.1. Régularité et développement limité

,—[Proposition 14.} <

Soit f € F(D,K).

1. f aun DLg(a) si et seulement si f est continue en a. Le cas échéant,

f(x) = fla)+o(1).

r—a

2. f aun DLj(a) si et seulement si f est dérivable en a. Le cas échéant,

f@) = fla)+ f(a)(x —a)+o(x—a).

Tr—a

\. J

Démonstration. 1. Supposons que f a un DLg(a), qu'on note f(x) = ag + o(1). Par définition du
Tr—a
petit o, f(x) — ag, donc f est continue en a et ag = f(a).

r—a

Réciproquement, supposons que f est continue en a. Alors f(x) - f(a), puis f(x)

o(1).

fla) +

r—a
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2. Voir cours de dérivation. O

= 1+ o(z).

xr—

Exemple 15. e” = 14+ 2+ o(x), In(l 4 x) =Lt o(z), cos(z)

xr—

Remarque 16. Si f est une fonction définie sur I\ {a} admettant un DL, (a) de la forme
f(z) L=, 00+ ai(x —a) +o(zx—a),
alors :

e f est prolongeable par continuité en a en posant f(a) = ag;

e le prolongement par continuité de f en a est dérivable en a avec f'(a) = a;.

X

Exercice d’application 17. Etudier f : z —

2
T+ % +0(x2).

au voisinage de 0. On admettra que e” = 14

Tr—>

— On a f(x) o 1+ g + o(z), donc f a un DL;(0). Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 en
1

posant f(0) = 1. Ce prolongement est dérivable en 0, avec f/(0) = 7

/A Attention A\. Ce résultat ne se généralise pas pour des développements limités d’ordre supérieur.

1
Exemple 18. Considérons f : z — 3 sin <> définie sur R*.
x

1
e f admet un DLy(0). En effet, sin est bornée et donc f(z) = 22 (.’L‘ sin <>> = o(z?), donc

xT z—0
f(x) =o(x?).
e f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (cf. Remarque 16).

o f est dérivable sur R% et sur R*, avec pour tout n # 0,

f(x) = 32%sin (i) — xcos (i)

o f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0 (cf. Remarque 16 ou le théoréme de la limite de la dérivée).

e Par contre, f n’est pas deux fois dérivable en 0, car

e () o 2)

n’a pas de limite en 0.

2.2. Formule de Taylor-Young

,—[Théoréme 19 - Formule de Taylor-Young.} \

Soit f € €™(D,K). Alors f posséde un DL, (a) donné par :

n ek (g
r@) = S Dt o —ap)
k=0 :

ou encore

n )
fla+h) = > ! k,(“) h* + o(h™).
k=0 ’

~ - f (k) (a) k , A R
Le polynéme Z o (X —a)” est appelé polynéme de Taylor de f en a a l'ordre n.
k=0 ’
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Ainsi une fonction de classe ™ admet donc un DL, (p < n) en tout point de son domaine de définition,
de partie principale son polyndéme de Taylor.

A Attention A. f peut posséder un DL, (a) sans que le k-iéme coefficient de sa partie principale
P (a)
k!

soit (pour k = 2) : cf. Exercice d’application 18.
Exemple 20. La fonction exponentielle est de classe € sur R et elle est égale & ses dérivées suc-

cessives et en particulier pour tout 7 € N, exp(™ (0) = exp(0) = 1. Elle admet ainsi un développement
limité en 0 de tout ordre, donné & l'ordre n par :

Exemple 21. Soit a € R, f: a2+ (14 2)%. f est de classe €* sur |—1; +o0[ et
VkeN, fHO)=ala—1)---(a—k+1).

Il s’ensuit

(4 =, 3 MO m R D gk oan)
k=0 ’

3. Développements limites usuels

On donne ici les développements limités usuels en 0. Certains sont déja démontrés, les autres le seront
dans la suite de ce chapitre Soit « e R et n,pe N.

Lo St +x+§+ +7+0 —>OZ k! +o(a"
2 Ch(,’I}) = 1+£2++ x2n +O 2n+1 _ = 2'n,+1)
. x—0 2' (2n) I*}Ok:O
$3 x2n+1 n 2k+1
3. sh = — R 2n+2 — 2n+2
S(x)r Tt +(2n+1)!+ 20 Z 2k +1)! +o(2™")
xQ x2n ) n ka
— _ _ n+1 — _1\k 2n+1
4 cos(w) = 1= 4+ (-1)" @) +o(z )QHO;O( 1) (2k)!+0(aj )
23 p2nt1 . n L a2 -
5 = [ — n__—~ n—+ — _1 L n
sm(x)xﬁo 30 ++ (=1 2n+ 1) +o(z )“H‘Jkgo( ) kD +o(z )
:Z:‘2 l,n n . xk
6. I(1+a) = o=+ (-1 o) = (=D 4o
k=1
ala—1 ala—1) - (a—(n—1
7. (142) =, 1+ax+%x2+...+ ( ) 75' ( ) " 4 o(z™)
Soala—1)---(a—k+1) N
o Z A zF 4 o(z™)
k=0
1
Exercice d’application 22. Donner les DL3(0) de 2 — /1 + x et 2 +——> —
T

— II suffit de considérer le dernier DL usuel avec o = % puis a = —%.

g 1+ x2+x3+0( ) ot 1 x+3x2 5x3+0<m3>
r = - = — — = —_ = _— .
z—0 2 8 16 V1+x 20 2 8 16
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4. Opérations sur les développements limités

4.1. Développement limité d’'une combinaison linéaire

Proposition 23.}

Si f et g sont deux fonctions admettant un développement limité a ’ordre n en 0, alors la
fonction f + g admet un développement limité a 'ordre n en 0. La partie réguliere du DL a
lordre n en 0 de f + g est la somme des parties réguliéres des DL l'ordre n en 0 de f et g.

Démonstration.
Sous les hypotheéses de la proposition, on écrit les DL & l'ordre n en 0 de f et g en introduisant €, et
€9 deux fonctions qui tendent vers 0 en O :

Ve e D\{0}, f(x)= Z arz® + z"ey () et g(x) = Z bra® + a2y ().
k=0 k=0
En ajoutant ces deux égalités, on obtient

n

Ve e D\{0}, (f+g)(z)= Z (ar + bp)z® + 2% (e1(z) + e2(z)),
k=0

puis, comme ¢1(x) + ea(x) I 0,
Tr—>

n

(f+9)(z) = Z (ag + b)x® +o(z") .

k=0

Proposition 24.}

Soit A € K*. Si f admet un DL, (0), alors Af admet un DL, (0) dont la partie réguliére est
le produit de la partie réguliere du DL, (0) de f multipliée par A.

Démonstration.
Sous les hypothéses de la proposition, on écrit le DL, (0) de f en introduisant € une fonction qui tend
vers 0 en 0 :

Ve e D\ {0}, f(x)= Zn] arz® + z"e(x).
k=0
Ainsi,

Ve e D\{0}, Af(zx)= i apx® 4+ Ax"e(x).

k=0

On conclut en remarquant que Ae(x) — 0. O

z—0

1
Exemple 25. Soit n € N. On a pour tout x € R, ch(z) = §(ez +e¢ 7). Ona

2n 2n
_ (—x)k (—x)k
© ’ ziO Z k' + O((—QT)Qn) miO k' + O(an)
k=0 k=0
d’ou
x —x = ka 2n
e’ +e w:02§0®+0($ )
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Or ch est une fonction paire. On en déduit que les coefficients de sa partie réguliere sont tous pairs,
puis

n

ch(x) o Z

k=0

(2

2 2n+1
k’)! +0(:c )

De méme, on montre que

n x2k+1

sh(z) = 2R

x

2n+2
=9 (=)

Exercice d’application 26. Donner un développement limité a 'ordre 6 en 0 de sh — sin.

— On a
h(x) +3+x—5+(6) t  —sin(r) = +m3—x5+(6)
sh(z) = a7 g Tole e sin(e) = —z+ 55 — 75 +o(z
donc 5
h in(x) = = 6
sh(z) — sin(x) Rty +o(z°).

Remarque 27. Si f admet un DL a l'ordre n et si ¢ admet un DL a l'ordre p, alors en faisant la
somme des développement limités de f et g, on ne peut obtenir qu'un DL & l'ordre min(n, p) de f+g.

4.2. Développement limité d’un produit

,—(Proposition 28.} \

Si f et g sont deux fonctions admettant un développement limité a ’ordre n en 0, alors la
fonction f x g admet un développement limité a ’ordre n en 0.

La partie réguliere du DL a l'ordre n en 0 de f x g est obtenue en ne conservant que les
termes de degré inférieur ou égal & n dans le produit des parties régulieres des DL a I'ordre
nen0de fetg.

\. J

Démonstration.
Sous les hypotheses de la proposition, on écrit les DL a l'ordre n en 0 de f et g en introduisant
P,,Qn € K, [X], &1 et £5 deux fonctions qui tendent vers 0 en 0 :

Vo e D\{0}, f(x)=P,(z)+z"e1(x) et g(x) = Qn(x) + 2"e2(x).

Dans le produit P,Q,, isolons les termes de degré inférieur ou égal A n : P,Q, = R, + X" 'S, avec
(R, Sn) € K,[X] x K[X]. Alors, en multipliant les deux égalités précédentes traduisant les DL, on
obtient

Vee D\{0}, (fg)(z) = Pu(2)Qn(x)+ 2" (Po(2)e2(2) + Qn(2)er(z) + 2"e1(2)e2(2))
= R,(x)+2™(@S,(x) + Pp(x)ea(z) + Qn(x)er(x) + 21 (x)e2(x))

Puisque xS, (z)+ Py, (x)e2(x) + Qn(x)e1 (z) + 21 (x)e2(x) — 0, ceci montre que fgaun DL, (0). O

Exercice d’application 29. Donner un développement limité & ’ordre 3 en 0 de z — e*(1+sin(x)) :

<
2 3 3
e”(1+sin(x)) = (1+x+ % + % +o(x3))(1+z— % +o(a;3))
3 1
= 12w+ §x2 + 53:3 +o(z%)

Exercice d’application 30. Déterminer le
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L3(0) de & — cos(z) sin(z).
6(0) de cos?
DLy(0) de z —> cos( V1 + .
ln(l +x)

(0) de @ — ————.

sin(z) sh(z)
Vi—z

- P"!\’t—‘

0

5. DL5(0) de z —

SN
2 3 23
1. cos(x) sin(x) = (1 — a;) <a:— %) + o(z%) =T % +o(z?).
2 4 6\ 2 4 6
20 = (12 4P T 6 — 2T 2 6
2. cos (x)I_)()( 5t o1 m0) Tt (z )w:Ol T + o(z°)
2 2 2
3. cos(a)Vl+a = (1 -5 (1 +35- “é) to(a?) = 147 - 5% +o(2?).
z? a2l 9 3 z? 523 3
4. ln(1—|—a:)1_xz:0< —2—|—3) (1+z+a2*+2°) +o(a?) = m—l—?—l—?—!—o(a@ )
: z? a’ 3 2 3
5. sin(x) sh(x) Sole— x+ 5 +o(x )xiox + o(z”) donc
sin(x) sh(z) x  3x?  5ad 3 y a3 3
e VS R = z .
— S (It t 5 Tt g +o(e?) = @+ 5 +o(a’)

1 T
Not d dernier dével t, le dével t =14+ = it
otons que dans ce dernier développement, le développemen T3 o0 + 5 + o(x) aurai

suffi pour conclure.

Remarque 31. Si on multiplie (ou divise) un DL en 0 par a?, le o(z™) devient o(z"*?) (ou o(z"?)).
En revanche, si on multiplie un DL a ordre p par un DL & l'ordre n, la précision finale est min(n, p).

OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 32. D’apres la proposition précédente, il suffit de connaitre un DL a 'ordre
n en 0 de f et de g pour obtenir un DL a l'ordre n en 0 du produit f x g. Mais ce n’est pas une
condition nécessaire : il est parfois inutile de «pousser» les DL de f et g jusqu’a ’ordre n pour obtenir
un DL a lordre n de f x g, on peut parfois développer f et/ou g & un ordre plus petit (cf exemple
suivant).

Exercice d’application 33. Développer a 'ordre 4 en 0 la fonction & — (cos(z) — 1) In(1 + ).

—

e Sans optimisation : on écrit les DL & 'ordre 4 en 0 de © — cos(x) — 1 et z — In(1 + ).

1 _ 145 14 1, n
cos(a:)—lxzo—?x +4'x +o(z*) et ln(1+x)x:0x—2x +3m +—4x +o(z?).

On effectue le produit de ces deux DL en ne gardant que les termes de degrés inférieurs ou égaux
a 4, et on obtient

1 1
—— 23 4 ~at 4 o(a?

(cos(z) — 1) In(1 + z) 03 1 (z%).

Ce faisant, on constate que les termes l'x‘l du DL de z — cos(z) — 1 et %x?’ et 3:64 du DL
de x — In(1 + x) n'ont été été d’aucune utilité, car dans le produit, il sont multipliés par
des mondmes de puissances suffisamment élevées pour n’engendrer que des termes négligeables
devant 23

e En optimisant : On se contente d’écrire un DL & Pordre 3 en 0 de 2z — cos(z) — 1 et un DL &
Pordre 2 en 0 de z — In(1 + z). Le produit

(cos(z) — 1) In(1 + ) o ( — %1’2 + o(z?) ) (:17 - %1’2 + o(z?) )

va bien donner un calcul suffisamment précis pour obtenir un DL a I'ordre 4 valide pour ce
produit :
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o le 0(333) du premier facteur est multiplié « au minimum » par x et donne un o(z#);
o le o(xQ) du deuxiéme facteur est multiplié « au minimum » par 22 et donne un o(z*).

QOOOOVVOOOOOOVOOOOOVOOOOOOVOOOOOVOO OOV V VOOV O VOOV V OO OOV OOOOOVO OO OOV OOOOOVV VOOV O VOOV OOOOOOVOOOOOOOOOOO0

Ainsi, si on connait les formes normalisées des DL de f et g aux ordres respectifs r et s :

f(x) . 2P (ap+apyr1z+-- ~+a,.:1:r7p+o(:L'T7p) :U(LI,.’IJP+(IP+1.”EP+] +---+arz"+o(z") (avec a, # 0)

z— z—>

et

g(x) = x9(by+bgp1x+---+bsz®1? +0(.7:57(’) = byz? +bq+1.77(’+l +- -+ bz’ +o(z®). (avec by # 0),

z—( z—0

alors la précision maximale que 'on peut obtenir en développant le produit est limitée par les deux
produits
apzPo(z®) = o(x*TP) et bgxdo(z") = o(x"17).

En multipliant ces deux DL, on ne peut obtenir au mieux qu'un DL & l'ordre min(s + p, 7 + q).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 34. Soit n, p et ¢ trois entiers naturels tels que p < n et ¢ < n et f et g deux
fonctions définies au voisinage de 0.

e Sile premier terme du développement limité en 0 de f & un ordre supérieur ou égal & p commence
par a,z? avec a, # 0,
e et si le premier terme du développement limité en 0 de g a un ordre supérieur ou égal a q
commence par byz? avec by # 0,
alors, pour obtenir un développement limité en 0 du produit f x g, il suffit d’écrire un DL de f en 0

a l'ordre n — g et un DL de g en 0 a 'ordre n — p.

[Redeseddddvviaassdvviviiasgduviviviiaasseeiviiaaasealeiviviiaiaalvivleiiaaeaieielulvivieioiiaiaiaieielolviviviolioioloieiaieloleivlviotololoioeiototed

4.3. Développement limité d’une fonction composée

Proposition 35.]

Soit I, J deux intervalles. Soit f € F(I,K) et g € F(J,K). On suppose que f(0) =0 et que
f(I) < J.Si f et g admettent un DL, (0) de parties régulieres P et @ resp., alors go f a un
DL, (0). Sa partie réguliére s’obtient en tronquant @ o P & 'ordre n.

Exemple 36. Soit n € N. On a, pour tout z € R, cos(x) = ch(iz) et on a montré que

no 2k
ch(z) = + o(z?" !
z—0 ;0 (2k)! ( )
Donc
n (_1)k$2k P
cos(z) = L +o(z”")
z—0 ) (2]43)'
i
De méme, en utilisant sin(z) = @, on obtient

n k. 2k+1
: _ (-1)%= 2n+42
sin(z) = k:EO Gk + o(z*"*?)
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Exercice d’application 37. Calculer le
1. DL3(0) de & —> /1 + 2z.
DL4(0) de & — In(1 + 2z — 22).
sin(:c)_

2
3
4. DL3(0) de = — sin(sh(x)).
)

(
(0)
DL3(0) de z — ¢
(0)
3(0) de & —> /3 + /1 + 2z

1. Puisque lin%) 2z =0, on a
r—>

2 2z)? 22)3 2 3
V1422 :01+§f(;) +(1‘72 +o(2?) = 1+z—%+%+o( %)

2. Puisque lin%) 22z —2%2=0,o0na
Tr—>

(2r —22)2 (22 —2?)3 (22— x2)4

In(1 + 2z — 2?) = (22 — 2?%) — 5 1 +o(z?)
1423 1724
2 4
o 2z — 3z° + 3T 3 +o(x).
x3 2 2l
3. Puisque sin(z) :Ozf€+o(x3) et ¥ = 1+x+?+g+o( 3),ona:

. 3\ 1 3\? 1 3\°
s 1+<$_366)+2<x_%) +6<x_%) +ol)
£C2 3
=, ltet +o(2?).

3 3
4. Puisque sh(x) =+ % + o(2?) et sin(z) =, % +o(z®), on a:

sin(sh(z)) = (x + f) -3 (a: + fy to(a®) = zto(a?).

x—0 r—

3

2
5. On a /1 + 2x :O4+x—%+%+o(az3), d’ou

2
X iC
o \/1+ - o)

4
1/ a2 28
= 9214+ (242 )
9

73
_ T 9 .. T
2030 2+4 2% T az® tol#?).

OOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OO
Remarque technique 38. Avec les notations de la proposition, si on veut un DL, (0) de g o f, on
n’est pas toujours obligé d’utiliser un DL,,(0) de g ou de f.

VeIt = \/4+x++o()

Exercice d’application 39. Calculer le
1. DL5(0) de & —> /1 + 2.
2. DLg(0) de z — sin(x?).
3. DL4(0) de z —> (1 + z)*.

—

x? ozt
1. Vl+xzziol+? — §+0(x5).
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6

) x
2. sin(x?) o x? — 3 + o(9).
ot x?
3. Puisque z1n(1 + x) :OwQ ) + 3 +o(z?) et e” :01 +x+ > +o(z?),
3 4 1 3 5 4
(1—&—36)””1301—&— (:102 - % +;1;) +§(x2)2+0(m4)riol+m2— %—i—%—i—o(w‘l).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 40. Pour obtenir un DL, (0) d’une fonction de la forme
[z exp(C + a1z + agx® +...),
on utilise la propriété algébrique de I'exponentielle suivante : f(x) = exp(C)exp(a1x + azz® +...).

Exercice d’application 41. Déterminer le DL4(0) de 2 —> e<*3(*),

a? | 2t 4 o+1 z? 2). Ainsi
— On a cos(z) — miof?JrﬂJro(x)ete o 1+m+7 + o(z?). Ainsi,

ecos(®) — o 14+ _ﬁ+£4 + _22 ’ —I-O((E4) — e—%—i—%—&-o(fl)
20 2 24 2 20 2 6 '

QOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 42. Pour obtenir un DL, (0) d’une fonction de la forme
frz—In(C+ a1z +asz® +...),
ot C # 0, on utilise la propriété algébrique suivante : f(z) = In(C) + In(1 + Gz + %2:102 .0

Exercice d’application 43. Déterminer le DL4(0) de x — In(cos(z)).

2?2 ot x?
— On a cos(z) — 1 = 2t + o(z*) et log(1 + ) =27t o(x?). Ainsi,
2?2zt 1 22\ ? 4 z? a2t n
In(cos(2)) =, <_2 + 24) ~3 (‘2) o) 5,75 — g tol).

QOOOOVOVVOOOOVOVOOOOVOVVOOOOVOVOOOOOVOOOOOVVOOOOVVVOOOVOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOOVOOOOOVOVO OOV OOOOVOOVOOOOVOVOOOOOOOOOOO0

4.4. Développement limité d’un quotient

,—[Proposition 44.} <

Soit n € N*. Si u est une fonction définie sur D, possédant un développement limité a 'ordre

n en 0, telle que lign u = 0, alors la fonction x — posseéde un développement limité

1—u(x)
a l'ordre n en 0. Plus précisément, si le DL de a l'ordre n en 0 est

u(x) =, 07+ az? + -+ apz™ + o(z"),

Tr—

alors le développement limité de x — est obtenu en ne gardant que les mon6émes

b
1 —u(x)
de degré inférieur ou égal & n dans les développements des (u(:b))k (on k € [2,n]) dans
I’égalité

1 9 N .
mxiolw(ﬂc)ﬂucﬂ)) +o o (w(@)" +o(z").
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et u, et le DL a 'ordre n de

Démonstration.
La fonction z — ————— est la composée des fonctions A —
1—u(x) 1-h
1
h — = est 1
- -1 24 ... n ny
1= 7«00 +h+h"+ + h™ 4+ o(h™)
11 suffit alors d’appliquer le résultat du paragraphe précédent sur les DL des composées de fonctions.
O
1 1 1 z x2 23 1 x 22 28
E le 45. == = —(1+2+=4+= 3) = S 424 4 3).
xemple — 215%02( +o+ T 8)+o(w ) =03t 3t g g ol
. c . 1
Exercice d’application 46. Calculer le DL3(0) de f: 2 +— ————.
1 — sin(z)
. 3 3 .
< On a sin(z) ot o(#?). Il s’ensuit
a’ 2 3 3 o Ba’ 3
f(x)xi01+ T- = +2° + a2’ +o(z )wi01+x+x +T+o(:c ).

,—(Proposition 47.}
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant 0 et ayant une limite finie £ non nulle

en 0.
Si f a un développement limité a ’ordre n en 0, alors il en va de méme pour —

\.

Démonstration.
11 suffit d’écrire que pour tout x € I,
1 1 1
=-x
flzy ¢ 11— #
. - (.T) \ IR E)
et la fonction g : x — — tend vers 0 en 0 et possede un DL a 'ordre n en 0. Il ne reste plus
1
qu’a développer x — ——. O
1—g(x)
. . . 1
Exercice d’application 48. Calculer le DL3(0) de f: 2 +— ——F«———.
cos(z) + exp(x)
1 1 1 cos(x) +e* —2 r ad
(0] = = = .0 = — 4+ — 3
= Onafl@) = S Te =232 27y emmter=z" -t 2 oz Tz ol
donc
2 5$3

1 x a3 x\2 T\3 1 =z
f<x>1302(1‘<2+12>+() -(3) )*0(9”3);02‘4*8‘ 18

,—[Proposition 49.}
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I contenant 0 et admettant un déve-
loppement limité & 'ordre n au voisinage de 0. Si g possede une limite finie non nulle en 0,

alors i admet un DL a l'ordre n en 0.

PCSI 2
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Démonstration.

1
Il suffit de remarquer que i = f x — et d’appliquer les résultats précédents. O
g g

Exercice d’application 50. Déterminer le DL5(0) de tan.

.
On a sin() x3+x5+(5)d DL4(0) de —— suff lure. O ()
nasmx) = r— — — o\x onc un € —— Sulllra pour conclure. na Ccos(r) —
0" 6 120 ’ 4 cos P
.’L'Q .’L'4 4 d’
1x:0—?+ﬂ+o(a€ ), ou
1 2 gt 2\ ? 5 z? Bt 4
(cos@) — 1) 10 (‘2+24>+(‘2) To(?) 5,1+ 5 + 5 toleh)
Ainsi,

2 4 3 3 5
3 1 5 2
tan(z) = (1 + % + 22) <x - % + 120550> + o(2) vt % + % +o(z?).

COOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOVOOOOOOVOOOOOOVOVVOOOOVOOOOOOOOOOOOVOVOOVOOOOOOOOOOOOVOOOOVOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 51. Si hn%) g(z) =0, il se peut que 5 admette tout de méme un DL en a (il
r—

faut bien sir que f ait également une limite nulle en 0) : il faut passer par la forme normalisée des

DL de f et g pour le savoir.

On écrit un DL de f et de g a des ordres respectifs n; et ny sous forme normalisée :
f(x) = 2P (ap, + ap, 10+ 4 ap, 2" 7P + 0 0(z"7PY))  avec ap, # 0

() = 2P (b, + bpy1Z + -+ + by ™7 P2 + 0, ,0(2™7P2))  avec by, # 0.

Ainsi,

f(l‘) = P17 P2 ap, + ap,+1% +- anl‘rnl_pl + Oxﬁo(xnl_pl)
e By T by ¥ by @ T 0 p(a )

<

=h(x)
Comme ay, et by, sont non nuls, d’apres ce qui précede, h posséde un DL en 0 d’ordre m = min(n; —
p1,n2 — pz) dont le terme constant n’est pas nul.
Si l'exposant p; — p2 devant la fraction est strictement négatif, alors i n’a pas de limite finie en 0
donc ne possede pas de développement limité en 0. Si cet exposant est positif ou nul, en développant

la fonction A a ’ordre m, on obtient un développement limité du quotient i a lordre n = m+p; — po.
g

Si l'on a le choix des valeurs de ny et ny (par exemple si f et g possédent un DL & tout ordre en 0),

il faut prévoir ces valeurs en fonction de ’ordre n auquel on désire développer la fonction i

e! —1—x

Exercice d’application 52. Calculer, s’il existe, le DL3(0) de f: 2 +— —————.
In(1+ z)

< Recherche des ordres des DL a choisir, au brouillon.

f()_e“/’flfx_%z-i-%-l-%—i— _PGrgrgt) _ (irEsto)
In(l+z) z+Z+Z2 4+  1+2+Z+-) 1+ 242 4.

=h(z)

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DL(0) de h, ce qui nécessite un DLy(0) du numérateur
et du dénominateur de h. Cela nécessite donc un DL4(0) de x — e* — 1 — z (on a factorisé par z?)
et un DL3(0) de z — In(1 + z) (on a factorisé par z).
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Rédaction.

2 $3 $4 2 {ES

e _q_ . r T T 4 _ 3
e’ —1 :rx_)02—|—6—|—24—|—0(x) et ln(l—i—x)x_)ox 2+3+o(m),

ou sous forme normalisée :

2 2
e —1—x = 2? <1+x+x+0(x2)> et In(1+2) zox(l—x—l—x—i—o(aﬁz)).

z—0 2 6 24 z— 2 3
Or,
1 r 2P x\2 9 r 22 9
= o d =142
[ E +<2 3>+(2> to(@) Zl+ 5 - g+l
Ainsi,

QOOOOOOVOOOVOVOVOOOOVOVVOOOOVOOOOVOOVVOOOVOVVOOOOOVOOOOVOVVOOOOVOVVOOOVOVV VOOV OOOOOVOVO OOV OOOOOOVOOOOVOVOOOOOOVOOOO0

4.5. Intégration d'un développement limité

~— Théoréme 53. )

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant 0. Si f posséde un développement
limité en 0 a 'ordre n,

f(x) o Z apz® 4 o(z™)
k=0

alors toute primitive F' de f possede un développement limité & 'ordre n + 1 en O :

$k+1

n+1
k+1+o(m )-

Fa) = FO)+ Y o
k=0

\. J

Démonstration.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant 0 et F' une primitive de f. On suppose que
f posséde un développement limité a ’ordre n en O :

flx) o 2 arz® + o(z").
k=0

Considérons la fonction définie sur I par

Zn: 2k
p:x— F(z)—F(0)— > ag
= k+1

Montrons que ¢(x) zoo(x”+1). La fonction ¢ est dérivable sur I et

r—

Veel, ¢'(z)=f(x)-— i apz® mioo(x")
k=0

=0.

/
x
ce qui montre que lim ¥'(@)
z—0 "

Soit € > 0. La limite précédente assure qu’il existe a > 0 tel que

Veel, |z]<a= |y (v)<celz|™
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Soit = € I tel que |z| < . Pour tout réel ¢ compris entre 0 et z, on a |¢' ()| < et|” < e|z|™.
On peut appliquer 'inégalité des accroissements finis a ¢ ce qui nous donne

lo(2) = (0)] < elal"|z — 0] = e+
Comme ¢(0) = 0, on a donc |p(z)| < |z|**1. On a démontré :

Ve >0, Ja>0, Veel, |z|]<a= |p(x)|<e|z|"",

. (@)
donc ili% o)

= 0 ce qui signifie exactement que p(z) :Oo(x"+1). O
Tr—
Remarque 54. Le résultat reste valable pour un développement limité en a avec

n pE+1
F )
0 (a) + kgo ag ]

fla+h) o i aph® 4 o(h™), F(a—|—h)h +o(h").

k=0

—

/A Attention A\. La réciproque de ce théoreme est fausse : si une fonction dérivable f admet un
développement limité a I'ordre n en a, sa dérivée n’admet pas nécessairement un développement limité
d’ordre n — 1 en a.

1
Exemple 55. La fonction z — In(1 + x) est une primitive de z — T2 Or pour tout n € N, on
x
n
157 o0 ;0(—1)kxk + o(z™) donc, en intégrant,

a montré précédemment que

n k+1
In(l+2) = In(1+0)+ ) (—1)’“% +o(zmt)
k=0

no_ 1)k
Z ( 1) xk+l 4 O(In+1)
k=

In(1+ z)

I:O

Exercice d’application 56. Déterminer le DLg(0) de

1. Arctan
2. Arcsin
3. Arccos
—
1. On a o 1—z?+a* +o(2°) dou Arctan(z) = z — I—S + $—5 + o(z9)
' 1+ 22 2—0 z—0 3 5 .
1 2 3 4 3 3 5

2. Ona i xiol + % + % + 0(2”) donc Arcsin(z) STt % + 4—% + o(29).

1 2 3 4 3 3 5
3. Ona ——— R + o(2%) donc Arccos(z) = T -2 + o(z9).

JI_22e50 2 8 250 2 6 40

5. Applications des développements limités
5.1. Recherche d’équivalents et calcul de limites
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On utilise la Proposition 10.

Vi+zrz—+/1—2x

Exercice d’application 57. Chercher un équivalent en 0 de x —— —1eten
x
V1txr—+/1—x -1
déduire la limite lim ——*———
x—0 €T
— On a
Vi+z = 1+1x—1x2+ix3+0(x3) et V-2 = l—lx—lxz—im‘g—&—o(az?’)
z—0 2 8 16 z—0 2 8 16
donc )
Vit —+1—=x zox—l— §x3 —|—0(x3)
xTr—>
d’ou
V1 — /1= 1
re T~ 1422’ +o(a?)
T z—0 8
et donc

—1 =
z—0 8

puis

Vit —+1—-2 1:1:2:0(@2) Vite—vl—xz 1,
x x

On en déduit que
ViFE-TZE
lim —&—— = —.
z—0 2 8

sin(x) — x cos(x)
sh(x) — zch(z)

Exercice d’application 58. Déterminer, si elle existe, la limite en 0 de f : z —

— On a 5 X 5
: x x 3 x 3
sin(z) — x cos(x) o <:c — 6) —x (1 - 2) + o(z?) o3 + o(z?)
et 3 2 3
x x 3 x 3
sh(z) — x ch(z) o (x + 6> —x (1 + 2) + o(z?) o3 + o(z?)
Finalement,

@) ~ L~

x—0 —z3 x—0
3
et lim f(z) = —1.
z—0

Exercice d’application 59. Donner un équivalent simple de f : z — 2(1 + cos(x)) — 2tan(z) en
0.

— On a ) )
(14 cos(z)) = 2z — z—d +o(2*) et 2tan(z) = 2z + E +o(z%)
x—0 2 x—0 3
donc 5
Tx 3
f@) = ——5 *ol=’)
3
et ainsi f(x) ~, 77%.

Exercice d’application 60. Déterminer un équivalent au voisinage de +oo de

1 z(zx+1)
f.SUl—)GXp(x) —W
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— Pour tout x € R*, on a

f() 1 (L’Q(l-i-%) 1 1+%
r) =er — — ez —
22(1+ %) 14+ 4
On a -
uo 2 2\ _ 2 2
1_~_u2u:0(1—|—u)(1 u)—i—o(u)u_)ol—i—u u® 4+ o(u?).
Donc ) )
w 1+u u 9 9 3u 2
Ainsi 3
f(z) ot Op2

5.2. Recherche de tangente et position de la courbe par rapport a sa tangente

OOOOOOVOOOOOOOVOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 61. Si une fonction f possede un DL a l'ordre 1 au voisinage de a, celui-ci
détermine une équation de la tangente & la courbe représentative €5 de f au point A de coordonnées
(a, f(a)). Plus précisément, si

f(aJrh)hianJrathro(h) ie. f(x) = ap+ai(x—a)+olx—a)

r—a
alors une équation de la tangente & 6y en My est y = ag + a1(z — 20).

Si on a un DL de f en a & un ordre supérieur, le premier terme non nul de degré supérieur ou égal a
2 donne la position de la tangente par rapport a €. Plus précisément, si

fa+h) Zo 00 T arh + a,h™ +o(h™) de f(x) L=, 0+ a1(z —a) + an(z —a)” + o((z — a)")
avecn = 2 et a, # 0, alors f(x) — (ag +ar1(x —x0)) ~ an(x—1x0)" et donc f(x) — (ap + a1(x —x9))
T—x(
est localement du signe de a,(x — xo)™. Si n est pair, la courbe est au-dessus ou en-dessous de sa
tangente suivant le signe de a,,. Si n est impair, la courbe traverse la tangente.

cgf

a2 875
T:y=ao+ a1z

Exemple ou f(x) =, %0 +ayx + azx? + 0(:432)7 avec ag > 0
xTr—>

T:y=ao+ a1z

Exemple ou f(z) =, %0 + a1z + asx® + o(x?’), avec az < 0
Tr—
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Exercice d’application 62. Déterminer la tangente en 0 de la fonction f : z —> In(2? + 2z + 2)
ainsi que le position de la courbe par rapport a cette tangente.

1
— Tout d’abord f(z) =1n(2) + In <1 +x+ 21:2), et ainsi

flz) = In(2) + <x + ;x2> - % <x + ;aﬁ)z + % (z)* + o(a®)

z—0

z—0

= In(2)+ 2z — ém3 + 0(3:3) .

Une équation de la tangente a la courbe représentative de f en 0 est y = In(2) + x. De plus, comme
1 .
f@) — (@) +2) ~ —za®

cette différence est positive a gauche de 0 et négative a droite de 0 ce qui se traduit par le fait que la
courbe est au dessus de sa tangente a gauche de 0 et en dessous a droite de 0.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

1
Exercice d’application 63. Donner le DLy(0) de f : 2 —> T—sin(@)’ En déduire allure de la
—sin(x
courbe € représentative de f au voisinage de 0.

— f(x) = 14+x+22+ 0(332) donc une équation de la tangente 7' & 65 en 0 est y = = + 1. De plus,

le terme d’ordre 2 de ce DL assure que % est au dessus de 7" localement en 0.

A
Cr
L2t
T
0.6 ‘
0 01
Arcsin(z)

Exercice d’application 64. Donner le DL3(0) de f : 2 — . En déduire ’allure de la

V1 —a22

courbe &} représentative de f au voisinage de 0.

2 3
— f(x) =0Et <y o(z?) donc une équation de la tangente T & €f en 0 est y = z. De plus, le

terme d’ordre 3 de ce DL assure que €7 est en dessous de 1" & gauche de 0 et au dessus a droite de 0.

C

T
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OOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 65. La Proposition 14 permet de déterminer des prolongements a partir de
DL.

Exercice d’application 66. Etudier le prolongement par continuité en 0 de la fonction f : 2 —
sin(x)

T

2
x
— On a f(z) o 1-— 5 + 0(3:2). La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0, en posant

f(0) = 1. De plus, ce prolongement est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Une équation de la tangente & la
courbe représentative de f est y = 1 et cette tangente est au dessus de ¢ localement en 0.

QOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

5.3. Etude des branches infinies

r—‘iDéﬁnition 67.:1 \

Soit f € F(R,R), (o, B) € R2. La droite d’équation y = ax + 3 est dite asymptote a la
courbe représentative de f au voisinage de +o0 (resp. —o0) si lilll flz) —(ax+b) =0
r——+00

(resp. zEIPoof(x) — (ax 4+ b) = 0).

QOOOOVOVOVOOOOVOVOOOOVOVOVOOOOOVOOOOVOVOOOOOVOVOOOOVOVVOOOOVOVOOOVOVOVOOOOOVOVOOOOOVO OOV VOOV OOOOVOVOVOOOOVOVOOOOOOVOOOO0

Remarque technique 68. Soit n € N* et f € F(R,R) vérifiant

f(z) =Oax+ﬁ+;+o<;).

€Tr—>

Alors la courbe représentative de f admet une asymptote d’équation y = ax + 3 au voisinage de +oo.
De plus, si v # 0, alors la position de la courbe par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de
5.

Un résultat analogue existe en —oo.

Exercice d’application 69. Trouver les asymptotes a la courbe représentative ¢ de la fonction
f o~ vx?2+ x4+ 1 et les placer par rapport & cette courbe.

— On a
1 1 1 3 1
= 1 -_ - = - - — — - .
1
Ainsi la droite D; d’équation y = —z — 3 est asymptote & ¢y au voisinage de —o0. De plus, au

voisinage de —o0, € est au dessus de T'.

De méme,

T—>+00 2 8 T

flx) = x+1+3+0<1>,
x

1
donc la droite Dy d’équation y = x+ 3 est asymptote a €y au voisinage de +00. En outre, au voisinage
de 400, € est au dessus de 1.
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QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

5.4. Recherche d’extrema

QOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 70. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un élément de I
qui n’en est pas une extrémité. On sait qu’une condition nécessaire pour que f ait un extremum local
en a est que f'(a) = 0. En un tel point ou f’(a) = 0, pour savoir si f(a) est bien un extremum de f,
on écrit un DL de f en a & un ordre suffisant pour pouvoir trouver un équivalent de f(a + h) — f(a)
lorsque h tend vers 0.

e Si f(a+h) — f(a) o aph? ot p est un nombre pair, alors f(a) est un extremum local de f
(maximum si a, < 0 et minimum si a, > 0).

e Si f(a+h)— f(a) o aqh? ol ¢ est un nombre impair, alors f(a) n’est pas un extremum local
de f.

Exercice d’application 71. La fonction f : x — 2 + (sin(z) — sh(z)) Arctan(z) admet-elle un
extremum en 07

z3 z3 x3
— On a sin(x) — sh(x) =% % " * % + o(z*) =3 +o(z*). On en déduit
—a? 4 z? 4
flx)y=2+ <3) xx+o(x )a:>02_ E—Fo(x ).
4
Donc f/(0) =0 et f(z) — f(0) > T3 Finalement, f admet un maximum local en 0.
r—

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
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