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Espaces vectoriels

@Es mathématiques sont un jeu qu’on exerce selon des régles simples en manipulant des
symboles et des concepts qui n’ont en soi, aucune importance particuliére.

David Hilbert *

Dans ce cours, K représente R ou C.

1. L’exemple du plan

Si @ et T sont deux vecteurs du plan, on sait construire le vecteur somme ¥ + W et les vecteurs
AT, pour tout A € R.
?

T o —w

La loi + ainsi définie munit 'ensemble P des vecteurs du plan d’une structure de groupe commu-
tatif.

e -+ est une loi associative : pour tout (@, 0", w)eP ,(W+0)+w =uw + (v +w0).
2
e + est une loi commutative : pour tout (@, V) eP , W+ =T + .
— —
e Le vecteur nul est neutre pour la loi + : pour tout w e P, w + 0 w

e Tout vecteur admet un symétrique pour la loi + : pour tout w” € 73), u + (—U’) =0.

De plus, I'opération de multiplication par un nombre réel, notée -, se comporte « bien » vis a vis de
cette loi.

1. David HILBERT, mathématicien allemand (1962-1943)



. Pourtoutﬁ’e’/s),bﬂ’zﬂ’.

e Pour tout (A, @
e Pour tout (A, u,
e Pour tout (A, u,

D’autres ensembles déja rencontrés possédent ces mémes caractéristiques, par exemple ’ensemble des
matrices de taille n x p : on sait faire la somme de deux telles matrices et multiplier une matrice par

-2

JERXP A (T+W)=A-T +A-W.
ERZXP,(A+p) T =XAT +pu
ERZXT, (M) -7 =A-(n- D).

—
)

g

)

=

~— ~—

—

un coefficient. Les régles de calculs sont analogues a celles dégagées ci-avant.

On peut donc mettre en évidence une structure commune a ces ensembles, structure qu’on appellera
espace vectoriel, méme si les éléments de I’ensemble ne sont pas des vecteurs au sens de ce qui a été

vu dans ’enseignement secondaire.

2. Structure d’espace vectoriel

\.

— Définition 1.

EV4 .

EV5:
EV6 :

EVT:
EVS :

On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) tout triplet (E,+,-) ot F est
un ensemble non vide, 4+ : £ x E —> FE est une loi interne et - : K x E — FE est une loi
externe qui vérifient les propriétés suivantes.

EV1:
EV2:
EV3:

Vu,ve E, u+v=v+u (commutativité)

Vu,v,we E, (u+v)+w=u+ (v+w) (associativité)

10pe E,Vue E,0g+u=u+0g = u.

0p est I’élément neutre de 1'addition, il est appelé vecteur nul.

Vue F,dve F,u+v=v+u=0g.

Tout élément posseéde un opposé pour la loi +. L’opposé de u est noté —u. On peut
montrer en combinant les quatre propriétés précédentes que cet opposé est unique.
Va,eK, Vue E, (a+0) u=(a u)+ (8 u) (distributivité par rapport & la somme
de scalaires)

VaeK,Vu,ve E, a (u+v) = (a-u)+ (a-v) (distributivité par rapport a la somme
de vecteurs)

Va,eK,Vue FE, (af) - u=a(f-u) (associativité mixte)

Vue E, 1 -u=wu. L’élément unité de K est un élément neutre pour la multiplication
externe.

Les éléments de K sont appelés des scalaires, ceux de E des vecteurs.

J

Notation 2. Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel. Lorsque A est un scalaire et u un vecteur, on écrira

Au pour A - u, mais pas u.

On notera également u — v pour désigner u + (—v).

2.1. Exemples fondamentaux

Les exemples suivants sont fondamentaux, il faut les connaitre.

e (R,+, x) est un R-espace vectoriel. Ici, la loi externe est la loi de multiplication des réels. Le

vecteur nul eset 0.

e (C,+, x) est un C-espace vectoriel, avec x : CxC — C

(AN z) — Axz

(C,+, x) est aussi un R-espace vectoriel, avec cette fois x : RxC — C
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e [’ensemble (73)7 +, ) des vecteurs de la géométrie plane avec 'addition classique des vecteurs et
la multiplication par un_¥éel est un R-espace vectoriel.
Idem pour 'ensemble (€, 4, ) des vecteurs de la géométrie dans ’espace.

(R?,+,-) est un R-espace vectoriel, ol les opérations sont définies par

+: RZ2xR? — R2 et -: RxR2 — R2?
((z1,22), (y1,92)) — (1 +y1,22 +42) (A (z1,22)) — (A1, Aza)

Le vecteur nul est Ogz = (0,0).
Plus généralement, si n € N*, (K", +, ) est un K-espace vectoriel.

(K[X],+, ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est le polyndéme nul.

(M p(K), +,-) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est la matrice nulle Opq, (k)

e Soit © un ensemble quelconque non vide. On s’intéresse a I’ensemble K = F(2,K) des appli-
cations de 2 dans K, qu’on munit d’une loi de composition interne :

+: K xK? — K9

(f,9) — [I; . S]}(x)+Kg($):|

ainsi que d’une loi de composition externe :

KxK? — K9

Ag) — [Ii . §\2~Kg(x)}

(F(Q,K),+, ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul est

0: 9 — K.

zr — 0

Cet exemple est fondamental. En effet, il inclut les cas particuliers suivants :

o SiQ=1[1,n], on a F(2,K) = K" et on retrouve ’exemple cité plus haut.

o Si Q = N, alors KN, ’ensemble des suites & valeurs dans K, muni de I’addition classique
des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul
est la suite nulle (0)pen-.

o Si D est une partie de R, 'ensemble des fonctions de D dans R, muni de 'addition de
fonctions et de la multiplication par un scalaire est un R-espace vectoriel, dont le vecteur
nulest0: D — R .

z — 0
e On peut encore généraliser ’exemple précédent. Soit (E,*,e) un K-espace vectoriel et 2 un
ensemble quelconque. On munit alors l'ensemble F(Q, E) des applications de Q vers E des

opérations
H: FIQE)xF(Q,E) — F(QF)
Q — FE
(fr9) — [x s f(g;)*g(x):|
et

m: KxFQLE) — FOQE)
Q — FE
I i ey

(F(Q, E),H, 1) est un K-espace vectoriel et le vecteur nulest 0: @ — K .
zr — 0
Par exemple, on peut choisir Q = [0; 1] et E = M3 3(R), qui est bien un R-espace vectoriel. On
définit
f:[0;1] — Msas(R) et g: [051] — May3(R)

t2 4 01 ¢t
t'_)(()t()) tb’(ooo)
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deux vecteurs de F([0, 1], M2 3(R)). Alors

fEg: 051 — Ms3(R)
PN t 3 4+t
0 t 0
Remarque 3. On peut toujours considérer les C-espaces vectoriels E¥ comme des R-espaces vectoriels :
il suffit de restreindre la loi externe - : Cx E — FEaR x E: - : R x E — E. Par exemple, C[X]

est un C-espace vectoriel, mais c’est également un R-espace vectoriel. De méme, CN est un C-espace
vectoriel et également un R-espace vectoriel.

2.2. Premiéres propriétés

Proposition 4.

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. Alors pour tout (A\,z) e K x E,

ANz=0g< A=0gouz=0g.

Démonstration. e Soit x € E. Alors Og - © = (Og + Og) - © = Ok -  + Ok -  ’aprés EV5.
D’apres EV4, tout vecteur de E possede un opposé, donc :
O :0K-x+(—0K~x)
=0k x40k -z)+ (—0k )

ZOK'J?—F(OK'JS—F(—OK'Z‘)) EV2
:0K-x EV3

e Soit Ae K. Alors, \-0g =X (0g +0g)=X-0g + A-0g. (EV3) et (EV6)
D’apres EV4, tout vecteur de E possede un opposé, donc :
Op=X-0g+ (—X-0g)
= (>\'0E+)\'0E)+(_>\'OE)

=X-0g+(\-0g+ (=X 0g)) EV2
=\-0g+0g EV4
=\-0g EV3

e Soient x € E et A € K tels que A - x = 0g. Montrons que A = Og ou x = 0.
Si A = 0Ok, le résultat est obtenu.
Si A\ # O, alors % (Ax) = % -0g = 0 d’apres le premier point.

Or, 5 - (A-x) = (5A) - @ dapres EV7, donc § - (A-2) =1-2 =z par EV8. Donc ¢ = 0. O

~ Proposition 5. N

Soit (E,+,-) un espace vectoriel. Alors,

1. Vee B, (—1)-z=—x (opposé de ).
2. VaeK,VeK,VeeE, (a—p)-z2=a-z—p-z=a-z+ (- ).
3. VAeK Vee E\Vye E, A-(z—y)=X-x—X\-y.
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Démonstration. 1. Soit x € E. Alors

x+(-1)-z=1-z+(-1) 2 EVS
=1+(-1) -z EV6
=0k T
=0g avec la proposition précédente.

2. EV5 et le point 1.
3. EV6 et le point 1.

2.3. Combinaisons linéaires de vecteurs

Y
~— Définition 6. ; N

Soit n € N*. Soit E un K-espace vectoriel et (21, ...,z,) une famille de n vecteurs de E.
On dit qu'un vecteur v de F est une combinaison linéaire des vecteurs z1,...,x, s’il
existe A1,..., A, dans K tels que

u = )\1.’E1 +)\2.’E2++)\n.’ﬂn

La notion de combinaison linéaire est géométri-
quement tres simple a représenter dans le plan
(ou dans l’espace). Sur la figure ci-contre, @ est
combinaison linéaire de 7’et 7, mais ¢a n’est pas le
cas de ¢. Par contre, dans ’espace, tout vecteur
est combinaison linéaire de 7, 7, k.

Exemple 7. 1. On se place dans un K-espace vectoriel (E,+,-). Soient u et v deux vecteurs de
E. Alors, u, —v, 2u — 4v sont des combinaisons linéaires de u et v.

2. Dans le R-espace vectoriel (R3,+,-), le vecteur (3,—2,4) est une combinaison linéaire des vec-
teurs i = (1,0,0), j = (0,1,0) et k£ = (0,0,1) car

(3,-2,4)=3-i—2-j+4-Fk

3. On se place dans le R-espace vectoriel (R[X], +, ). Alors le polynome 2X7 +3X* — X3 + X —8
est une combinaison linéaire des polynémes X7, X6, X% X4 X3 X2 X, et 1 car

2XT 43X - X34+ X —8=2-X"40-X+0-X54+3- X" +(-1)- X34+0- X2 +1-X +(-8)-1.
Exercice d’application 8. Dans R3, z = (2,3,5) est-il combinaison linéaire des vecteurs e; =
(1,0,1), e2 = (1,1,0) et e3 = (0,1,1) 7

— Soit a,b,c€ R. On a

at+b = 2 a = 2
ae1 + beg + cez = x = b+c = 3 <= b = 0
at+c = 5 c = 3

donc 2e; + e3 = x et ainsi z est combinaison linéaire des vecteurs e, es et e3.

1 2

3 4>. La matrice A2 est-elle combi-

Exercice d’application 9. Dans Ms(R), considérons A = <

naison linéaire de A et Iy ?
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— Soit a,b € R.

at+b = 7
2 2¢ = 10 a = 5
A* = aA+ bl = 20 — 15 b — 9
da+b = 22

Ainsi A%2 =54 + 21, donc A? est combinaison linéaire des matrices A et Is.

Exercice d’application 10. Dans KN, u= (nQ)neN est-elle combinaison linéaire de v = (1)pen et
w=(N)pen"?

— Soit a,b € K.
u=av+bw <= VYneN, n?=a+bn.

On obtient donc un systéme d’une infinité d’équations. On peut pas continuer a raisonner par équiva-
lences. On proceéde donc plutdt par analyse/syntheése.

Analyse. Supposons u = av + bw. Alors pour tout n € N, n?2 = a + bn, donc en particulier a = 0 et
b=1 (pour n =0 et n =1). Ainsi n? = n pour tout n € N, ce qui est absurde.

Donc il n’existe pas de scalaires a et b tels que u = av + bw : la suite u n’est pas combinaison linéaire
des suites v et w.

SOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOVOOVOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Remarque technique 11. Si f, g et h sont trois fonctions telles que f = ag + bh, ou I'on souhaite
déterminer a et b des scalaires, on peut exploiter les égalités en certaines valeurs. On peut aussi utiliser
Pégalité des limites (lorsqu’elles existent) ou, dans le cas de fonctions dérivables, 1'égalité des dérivées.

Exercice d’application 12. Dans R®, f : 2 — ch(2x) est-elle combinaison linéaire de sh? et ch??

— A nouveau, on ne peut pas raisonner directement par équivalences (car dire que deux fonctions f
et g définies sur R sont égales revient a dire que pour tout = € R, f(x) = g(z) ce qui conduit & une
infinité d’équations). On préfere ici conduire une analyse-synthese.
Analyse. Supposons qu’il existe A, € R tels que f = Ash? +puch?. Alors, pour tout nombre réel z,
ch(2z) = Ash®(z) + pch?(z). En particulier, 1 = p (pour z = 0) et ch(2) = Ash?(1) 4 ch?(1), donc
22 + 272 = MNe? —2+e2)+e? +2+e 2 puis A = 1. Par conséquent, si A et u existent, alors
A=p=1et f=sh?+ch®
Synthese. Soit x € R.

627; ) + e—2:1; e2;1; + 2 + e—2;c eZ;L' + e—27;

sh(z)? 4 ch(z)? = 1 + 1 = 5 = ch(2x).

Ainsi, f = sh? + ch?.
Conclusion. Finalement, f est combinaison linéaire des fonctions sh? et ch?.

QOOOOVOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVO VOOV O OO OOV O VOOV O VOOV O VOOV V VOOV OOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOC

A Attention A. S’il y a ambiguité sur le corps de base (E est-il considéré comme un C-espace
vectoriel ou comme un R-espace vectoriel 7), il est important de le préciser.

Par exemple, 1 + ¢ est combinaison linéaire de 1 et 2 dans le C-espace vectoriel (C,+, x) (puisque
14+4i= (1414 -1+0-2 par exemple), mais 1 + ¢ n’est pas combinaison linéaire de 1 et 2 dans le
R-espace vectoriel (C,+, x) (car Im(14+¢) =1+#0=3Im(a-1+b-2) pour tous a,b e R).

/A Attention A. En général, Z AT = Z urxr n’implique pas A\, = py pour tout k € [1,n].
k=1
Autrement dit, on ne peut pas faire d’1dent1ﬁcat10n quand on a deux décompositions linéaires avec les

mémes vecteurs, car une telle décomposition n’est a priori pas unique. Par exemple,

(1,1) +2(0,1) + 2(1,0) = (3,3) = 2(1,1) + (0,1) + (1, 0).

3. Sous-espaces vectoriels
Dans toute cette partie, (F,+, ) désigne un K-espace vectoriel
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3.1. Définition et exemples a connaitre

~— Définition 13. N

Soit F' une partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si
SEV1: Vu,ve F, wu+wveF (F eststable par addition)
SEV2: Yue F,YAeK, A-ueF (F eststable par multiplication externe)
SEV3: 0g€eF.

Proposition 14.}

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors, F muni de 'addition et de la multiplication
externe définies sur E (ou plutoét des restrictions de ces lois & F, dites lois induites) est
K-espace vectoriel.

Démonstration. e F' est bien non vide car Og € F.
e + est bien une loi interne a F d’apres SEV 1.
e EV1 et EV2 sont vérifiées car les éléments de F' sont aussi des éléments de F.
e Op € I par SEV3 donc EV3 est vérifiée. Et 0 = 0.

e Montrons que les opposés des éléments de F' sont aussi dans F'.
Soit x € F. Alors, par SEV2, (=1) -z € F. Or, dans E, on sait que (—1) - & = —x est opposé
de . Donc —x € F'. EV4 est bien vérifiée.

e Les propriétés EV5, EV6, EV7, EVS8 sont vérifiées car les éléments de F' sont aussi des éléments
de E. O

En pratique, pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel, on utilise plutot la proposition
suivante.

,—[Proposition 15 - Caractérisation des sous-espaces vectoriels.} \

Soit F' une partie de F.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. OEEF
2. Vee FVYye F,.YAeK, A-x+yekF.

\. J

Démonstration. e Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de E. Par définition, Og € F.
Soient x,y € F', A € K. Alors, par SEV2, A-xz € F et par SEVI, \-x +y€ F.
e Soit F' une partie de E vérifiant
1. 0g e F.
2. Vee F.Vye FFYAeK, A-xz+4+yekF.
Alors, on a bien O € F' (SEV3).
Soient z et y dans F. Alors, 1 -z +y € F, donc z +y € F (SEV1).
Soient A € K,z € F. Comme Og € F, Az +0g € F,donc \-z € F (SEV2). O

Exemple 16. e Les ensembles {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits sous-
espaces vectoriels triviaux).
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e Dans le plan vectoriel P de la géométrie vectorielle plane, les droites vectorielles sont des
SOus-espaces vectoriels. Rappelons qu’une droite vectorielle est un ensemble {kw : k € K} (ou
—
w € P\{0}), soit 'ensemble des vecteurs colinéaires & .

e Dans 'espace vectoriel & dela géométrie vectorielle dans ’espace, les droites vectorielles et les
plans vectoriels (i.e. les ensembles de la forme {a@” + 0T : a,b € K}, oi @ et T ne sont pas
colinéaires) sont des sous-espaces vectoriels.

Exercice d’application 17. Soit n € N*. Montrer que
F:{(.Tl,...,{l;n)eRn |$1+I2—|—+xn :O}

est un sous-espace vectoriel de R".

— On a bien F' < R™.
1. Le vecteur nul de R™ est Og» = (0,0,...,0). Comme 0+0+---+0= 0, Ogn € F.
2. Soit u = (x1,22,...,2,) € F, v = (y1,Y2,...,Yn) € F et XA € R. Alors, d’apres les définitions,

)\'U+U = >\-(1’17%27...,3)71)"_<y17y2>"'ayn)
- ()\-1717)\-1727~-~7A$n)+(y17y2a"'7yn)
== ()\xl +y1,/\332 +y27"'a)\zn+yn)

et

Az1+y1) +Aze+y2) +--+ Azp+yn) = Azi+Aze+ -+ Azy)+ (1 +y2+ -+ yn)
= Mer+aze+-H+x)+ (W1 +y2+ -+ yn)
= A-0+40=0

Donc A-u+wveF.
Finalement, F' est un sous-espace vectoriel de R".

Exercice d’application 18. On pose F = {(z,y,2) € R® | # + 2y + 2z = 1}. F est-il un sous-espace
vectoriel de R??

< F n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car Ogs = (0,0,0) ¢ I (en effet, 0 +2 x 0+ 0 # 1).

Exercice d’application 19. Montrer que F = {P € R[X] | P(0) = P(1)} est un sous-espace
vectoriel de R[X].

SN
o ['C R[X}
e Le vecteur nul de R[X] est le polynéme nul qu’on note 6. 6(0) = 0 et 6(1) = 0 donc 6(0) = 6(1)
et e F.
e Soient A € R, (P,Q) € F2. Montrons que AP + Q € F, c’est a dire que )\ﬁQ(O) = )\TD\—i—_/Q(l).

AP Q(0) = AP(0) + Q(0) = AP(1) + Q(1) = AP+ Q(1).
Donc AP + @Q € F et F est bien un sous-espace vectoriel de R[X].
Exercice d’application 20. Soit n € N Montrer que K, [X] est un sous-espace vectoriel de
(K[X]a +, )
—
e K,[X] c K[X].
e Le polyndéme nul est de degré —oo, donc inférieur a n. Donc il appartient a K,,[X].
e Soient P,Q € K, [X], A\ € K Montrons que AP + @ € K, [X]. Alors :
deg(AP + Q) < max(deg(AP),deg(Q)).
deg(AP) = deg(P) si A # 0 et deg(AP) = —o0 si A = 0. Dans tous les cas deg(AP) < deg(P) < n.
Comme deg(Q) < n, max(deg(AP),deg(Q)) < n, donc AP + Q € K, [X].
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Donc K,,[X] est un sous-espace vectoriel de (K[X], 4+, ).

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 21. Pour démontrer qu’un ensemble est un espace-vectoriel, on peut montrer
qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu. Cette méthode est tres utile et
particulierement adaptée aux ensembles décrits par équations.

Exercice d’application 22. Montrer que F' = {(:107 y) € R? ‘ 2r —y = 0} est un R-espace vectoriel.

— Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R2.
o ' RQ.
e OpzeFcar2x0—-0=0.
e Soit u; = (z1,y1), ue = (2, y2) des éléments de F' et A € R. Alors Auj +us = (Az1+22, \y1+ya2).
De plus,
2(Azy + 22) — (y1 +y2) = (2Az1 — y1,2A22 — y2) = (0,0)
puisque u,v € F. Il s’ensuit que A\u+v € E.
Finalement, F est un sous-espace vectoriel de R? et c’est donc en particulier un R-espace vectoriel.
Exercice d’application 23. Soit F' = {(uy)nen € RN | V0 € N, w40 + u, = uo}. Montrer que F
est un R-espace vectoriel.
< Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RN,
e ' RN,
e Soit (0,)nen la suite nulle. Alors, pour tout n € N, 6,,10+6,, =04+0 =0 = 6. Donc (0,,)nen € F.

e Soient u et v des éléments de F'; A € R. On note w = Au + v. Montrons que (wy,)neN € F.
Soit n € N,

Wnt2 + Wy = (Aupta + Unp2) + (Aun 4+ vp)
= AMUpt2 + Upyo + Auy + vy,
= Mun+t2 + un) + (Vnt2 + vn)
= Aug + vg

= wop.

Donc (wy,)nen € F.

Finalement, F' est un sous-espace vectoriel de RN et c’est donc en particulier un R-espace vectoriel.

Exercice d’application 24. Montrer que I’ensemble des solutions a valeurs réelles de 1’équation
différentielle y’ + H%y = 0 est un R-espace vectoriel.

— L’ensemble des solutions est

1

F:{fEDl(R,R) ’VmeR, f/(x)+m

o) =o}.
Montrons que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel RE.
e F c RE.
e La fonction nulle appartient a F' car cette fonction est dérivable sur R et pour tout x € R,

1
0+0x ——= =0.
+ ><1—i—:102

e Soit (A, y1,72) € R x F2. Alors y; + uys est dérivable sur R et, pour tout z € R,

1

(1 + 22) (&) = ¥ () + — (@) + A (y;m n y2<x>) ~0

A !
(y1+ y2) ($)+ 1+1‘2 ].+£ZJ2

1+ 22

car y1,ys € F'. Ainsi y; + A\y2 € F.
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Finalement, F' est un sous-espace vectoriel de R®, donc en particulier F est un R-espace vectoriel.

QOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Exercice d’application 25. Soit n € N*. On considére I'ensemble S,, = {M € M,,(C) | ‘M = M}
des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C qui sont symétriques. Montrer que S,, est un
sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel (M,,(C), +, ).

—>

e S, c M,(C).
e Si l’on note Z la matrice carrée nulle de taille n x n, ona ‘Z = Z donc Z € S,,.
e Soient A € C, (A, B) € (S,,). Montrons que A+ A+ B € S,.

AN+ B)= "2+ 'B par propriété de la transposition
=\(A)+ 'B par propriété de la transposition
=)A+B car ‘YA=Aet 'B=DB

Donc MA+ B e S,.
Sy, est bien un sou-espace vectoriel de (M,,(C),+,-).

Exercice d’application 26. Soit n € N. Soit I un intervalle de R. Montrer que ’ensemble €™ (I) des
fonctions & valeurs réelles n fois contintiment dérivables est un sous-espace vectoriel de (F(I,R),+, )
(ici, les vecteurs sont donc les applications de I dans R).

SN
o ¢"(I)c F.
e Soit # la fonction nulle. # est n fois dérivable et (") = . En particulier, § est continue sur I
donc 0™ est continue sur I. Finalement, 6 € €™ (I).
e Soient f,g€ €™(I), A € R. D’apres le cours de dérivation, A - f + g est de classe ¥ sur I, donc
A f+ged™(])
@™ (I) est bien un sous-espace vectoriel de (F(I,R),+,-).

Exercice d’application 27. Soit F' = {f € €?(R) | f" + 3f +4f = 0} (0 est ici la fonction nulle).
Montrer que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (¢2(R), +, ).

o Fc %2

e Soit # la fonction nulle sur R. @ est de classe €2 et ' =0, §” = 6. Ainsi,
0" + 30" +40 =89 =6 =0. Donc 6 € F.

e Soit (A, f,9) € R x F2. On pose h = \f + g. Montrons que h € F.
h est de classe €2 sur Ret B’ = \f' +¢', B = A\f" + ¢". Donc,

W' + 40 +3h = (\f" + ¢") + 3(A\f' + ¢') +4(\f + g)
=Af"+4f +3f) + (9" + 44 + 39)
=X0+0=0

Donc h e F.
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Ainsi F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (42(R), +, -).

,—(Proposition 28.} N

Soit F' un sous-espace vectoriel de (E, 4+, ). Alors F est stable par combinaison linéaire de
ses vecteurs :

VneN*Vaq,...,2p, € F, VA1,..., \n €K, \xz1+---+ Ax, €F.

\. J

Démonstration.

Soit (x;)ien+ une famille de vecteurs de F et (\;);en+ une famille de scalaires de K. Posons pour tout
neN*, Hy, : « Z Az € F oo

Ona Mz €eF car F' est stable par produit externe, donc H; est vraie.

Soit n € N* tel que H,, soit vraie. On a nil Aezr = ( Z AeTr) + Apt1Znt1. Or, via H,, Z Mz € F.
De plus, puisque F' est stable par produ]it 1externe A xn € F. Enfin, puisque F est stable par somme,
( Z AkZk) + Apt1@ne1 € F. Done H,, 1 est vraie.

Le pI‘lIlClpe de récurrence assure que pour tout n € N*, H,, est vraie. O

3.2. Sous-espace vectoriel engendré

~— Définition 29. N

Soit n € N*. Soit E un K-espace vectoriel et (21, ...,2,) une famille de n vecteurs de E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de x4, ..., z, est appelé sous-espace vectoriel en-
gendré par x1,...,x, et se note Vect (x1,...,2,).

Vect (z1,...,2,) = {21+ -+ A\pn + A, Ay €K}
={ueFE|IN,....,. \peK, u= Nz 4+ + AZpn}.

Ainsi, pour tout vecteur u de F, on a ’équivalence

w€ Vect (21,...,2,) <= I, ..., A\, € K| tels que u = A\jzq + - - + Ay,

— Définition 30. N

On appelle droite vectorielle de E un sous-espace vectoriel D de E qu’on peut écrire
D = Vect (u) avec u € E. On dit que u est un vecteur directeur de D.
Par définition, D = {A-u : A e K}.

Vect (u) Vect (u,v) = Vect (u) = Vect (v)

u v u

Y
A

\ J

~— Définition 31. N

Soient u et v deux vecteurs de E. On dit que u et v sont colinéaires lorsqu’il existe A € K
tel que u = Av ou v = Au.
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Exemple 32. Dans R[X], X? et 3X? sont colinéaires.

~— Définition 33.

On appelle plan vectoriel de FE un sous Vect (u,v)
espace vectoriel P de E qu’on peut écrire

P = Vect (u,v) ot u et v sont deux vecteurs uf

non colinéaires de E. On a alors, par défini- "

tion,

P={x-u+p-v:A\pekK}.

\

Exemple 34. e Dans R?, posons e; = (2,1). Alors

Vect (e1) ={A-e1 : Ae R} ={(2\,\) : Ae R}.

e Dans Ms(R), posons A = <(1) (1)) Alors

Vect (Ig, A) = {\To + XA : A\, Ao e R} = {(Al AQ) S AL A2 eR}.

A2 Ao

/A Attention A\. A nouveau, lorsqu’il y a ambiguité, il est important de préciser si I'on travaille
dans un R-espace vectoriel ou dans un C-espace vectoriel, ce qui ’on peut éventuellement indiquer en

précisant Vectc ou Vectg.

Par exemple, Vect (1) = {A -1 : XA € C} = C dans le C-espace vectoriel (C, +, x). Par contre, Vect (1)

{A-1: XeR} = R dans le R-espace vectoriel (C,+, x). On pourra ainsi écrire Vectc(l) = C et

Vectg(1) = R.

Lemme 35.

Soit (21, ..., ;) une famille finie de vecteurs de E. Alors Vect (21, . .., x,) est un sous-espace

vectoriel de E.

Démonstration. 1. Vect (z1,...,2,) C E.
2. 0p = Ogxq + Ogxa + - - - + Ogxy,. Donc Og € Vect (21, ..., z,).
3. Soient u,v € Vect (z1,...,2,) et a € K.

u € Vect (21, ...,2,) donc il existe A1, Ao, ..., A, € K tels que u = Ajzq + -+ + A\,

v € Vect (z1,...,x,) donc il existe p1, po, ..., u, € K tels que u = g1 + -+ + pinxy,. Alors,

a-u+v=a-(AMx1+ -+ AZp) + (121 + - F pnTn)

=a-(Mx1)+ 4o (Apzn) + 121+ -+ fnn (EV6)
=(axA) x4+ -+ (@xAy) Ty + 121 + -+ fnZn (EVT)
=(axA+pu) x4+ (@xX Ay + pn) - Tn (EV5)

Pour tout i € [1,n], @ x \; + p; € K, donc o - u+ v € Vect (21, ..., 2,).

Vect (z1, ..., z,) est bien un sous-espace vectoriel de E.
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— Théoréme 36. N

Soit (x1,...,2,) une famille finie de vecteurs de E.

Vect (z1,...,2,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de 'inclusion) qui
contient a la fois x1,zs,..., T,

Cela signifie que pour tout sous-espace vectoriel G de E contenant xi,zs,...,T,, on a

Vect (z1,...,2,) € G.

\. J

Démonstration. e On a montré dans le lemme que Vect (21, ...,x,) est un sous-espace vectoriel de
E.
Deplus, 21 =1-214+0- 22+ ---+0-x,, donc x; € Vect (z1,...,z,).
De méme, pour tout i € [1,n], 2, =0-27+---+0-2,1+1-2;,+0 241 +---+0-x,, donc

z; € Vect (1‘1, - ,a:n).
Donc Vect (21, ..., 2,) est bien un sous-espace vectoriel de E contenant xy, ..., Zp.

e Reste a montrer que c’est le plus petit. Soit G un sous-espace vectoriel de F contenant x1,...,x,.
Soit u € x1,...,x,. Alors u s’écrit \iz1 + --- + Az avec A, Ao, ..., An. Or, 21, ..., T, sont

des éléments de G et G est un sous-espace vectoriel, donc est stable par combinaison linéaire de
ses vecteurs, donc A -x1 + -+ A, - ¥, € G, cest a dire u € G.
Donc Vect (21, ...,2,) < G. O
Exemple 37. o Soit F = {3aX?+ (a+b)X —b : (a,b) € C*}.Ona F = Vect (3X? + X, X — 1),
donc F' est un sous-espace vectoriel de C[X].
e Reprenons ’Exercice d’application 22. On a

F={(z,y)eR?| 22—y =0} ={(z,22) : ze R} = {(z- (1,2) : 2 € R} = Vect ((1,2)),

donc F est un sous-espace vectoriel de R?.
e Reprenons 'Exercice d’application 24. L’équation différentielle 3" + Tlxzy = 0 admet comme

ensemble de solution

F = { I::' : i{'e— Arctan(z) - AE R} = Vect (1- — e Arctan(m))

donc F est lespace vectoriel engendré par le vecteur z — e~ Artan(®) dy R-espace vectoriel
RE : c’est en particulier un R-espace vectoriel.

Exercice d’application 38. Montrer que F' = {u e CN | VneN, Upio+ upyr +uy, = O} est un
C-espace vectoriel.

— Premiére méthode.
e« FcCN.
e La suite nulle appartient & F.
e Soit (A, u,v) € C x F2. Posons w = u + Av. Soit n € N.

Wpt2 + Wntt1 + Wy = Upg2 + AVpgo + Upyg1 + App1 + Up + Aoy
= Upy2 T Unpt1 T Up + )\(vn+2 + Un+t1 + vn)

0+X-0

= 0.

Donc w € F.

Finalement F est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel CN. En particulier, F' est un C-espace
vectoriel.

Seconde méthode. Les suites de F' sont les suites récurrentes linéaires d’ordre deux dont le polynéme
caractéristique associé est P = X2 + X + 1. Les racines de P sont *HQ“/‘;’ et *1*2“/5. Donc, d’apres
le cours sur les suites,

F= {(a <_14;N§>n+b (_1_2“@)”)7@ . (a,b) € 02}.
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. n . n
Par conséquent, en notant u = ((‘HT“/% ) et v = ((%) ) , On &
neN neN

F={au+bv: (ab)eC*}=Vect (u,v).
F est donc un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel CN. En particulier, F' est un C-espace

vectoriel.

Exercice d’application 39. Soit F' = {(x,y,t,2) e R* |2 +y+t+2=0et x + 2y + 32 + 4t = 0}.
Montrer que F' est un plan vectoriel de R?.

— Soit (x,v,t,z) € R* un vecteur quelconque de R*. Alors

llz + vy + =z + t =0
HeF
<x7yaz7 )e <:>{ " + 2y + 3Z + 4t :O

(E){.x+ y + 2z + t =0

[t]y + 22 + 3t =0

=A+2u

= -2\ —3u

=

=u

< INeR pueR, (z,y,2,t) = (A+ 21, —2X — 3u, A, 1)
< I\eRpueR, (z,y,2,t) = (N, —2X\A,0) 4+ (20, —31,0, )
< I eR,peR, (z,y,2,t) = A(1,-2,1,0) + u(2,-3,0,1)
> (z,y, 2,t) € Vect (u,v)

— I eR,ueR,

e 8

avec u = (1,—2,1,0) et v = (2,—3,0,1). Donc F' = Vect (u,v), en particulier, F' est un sous-espace
vectoriel de R*.

u et v n’étant pas colinéaires, F' est un plan vectoriel.

Exercice d’application 40. Soit G = {P € R3[X] | P(1) = 0}. Montrer que G est un sous-espace
vectoriel de R[X] en lécrivant sous la forme F' = Vect (- - ).

< Soit P un polynoéme quelconque de R3[X]. Il existe (a, b, c,d) € R* tel que P = aX?+bX?%+cX +d.

PeG« P(1)=0
< a+b+c+d=0

a =—A—pu—v
— A\ u,veR, b=

c =4

d =v

—I\prveR, P=(-A—p—v)X>+AX>+uX+v
= I\, pveR, P=N-X*+X?)+pu-X*+X)w(-X>+1)
= PeVect (-X°+ X, -X°+ X, - X +1)
Donc F = Vect (—X3 + X2 X34+ X, -X3+ 1) est bien un sous-espace vectoriel de R3[X].
Autre méthode : Soit P € R3[X].
PeF <« P(1)=0
<= 1 est racine de P
= X-1|P
= 3IQeRy[X], P=(X-1Q
< Ja,b,ceR, P=(X—-1)(aX?+bX +c¢)
< Ja,b,ceR, P=aX*(X —1)+bX(X —1)+c(X 1)
< 3Ja,b,ceR, P=aX*(X —1)+bX(X —1)+c(X —1)
== Pe Vect (X*(X —1),X(X —1),X — 1)
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Donc F = Vect (X3(X —1),X(X —1),X —1).
Remarque 41. Il n’y a donc PAS unicité des vecteurs engendrant un sous-espace vectoriel.
Exercice d’application 42. Soit H = {f € €%(R) | Vt € R, f"(t) + 2f'(t) + f(t) = 0}, cest &

dire ’ensemble des solutions de I’équation différentielle y” + 2y’ + y = 0. Montrer que H est un plan
vectoriel.

< L’équation caractéristique de cette équation différentielle est r2 4+ 2r 41 = 0 qui admet une unique
solution double —1.

Donc ’ensemble des solutions de y” + 2y’ +y = 0 est

{I; — g\Jrut)e*t ’(A’WERQ}-

Onposegi: R — R etgo: R — R . Ainsi, les solutions de y” + 2y’ +y = 0 sont
—t

t — e t — tet
toutes les fonctions f qui peuvent s’écrire f = Ag1 + ug2, ot A, u € R. Donc F = Vect (g1, g2)-
Comme g; et go ne sont pas colinéaires, H est un plan vectoriel.

En effet, il n’existe pas de réel a € R tel que pour tout t € R, g1(t) = aga(t) ou pour tout t € R,
92(1) = agi(t).

3.3. Intersection de sous-espaces vectoriels

,—(Proposition 43.}

Soit I un ensemble. Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel et (F;);er une famille de sous-espaces
vectoriels de E. Alors,
G=(\Fi={reE|Viel, zeF},
i€l

est un sous-espace vectoriel de F.

\.

Démonstration. e Pour toutie I, F; < E, donc G c E.

e Pour tout ¢ € I, F; est un sous-espace vectoriel de E donc Og € F}, donc Og € (| F; = G.
iel
e Soit Ae K, x,y € G. Montrons que A -z +y € G.
Soit ¢ € I. Alors, x € F; et y € F;. Comme F; est un sous-espace vectoriel, A -z +y € F;.

Donc, pour tout i € I, \-xz +y€ F;, dou Az +ye ) F;=G.
iel
Donc G est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 44. Notons que dans la proposition, I est un ensemble quelconque, non nécessairement
fini, ni méme dénombrable.

Exemple 45. 1. On se place dans ’espace vectoriel (?, +,-) des vecteurs de 'espace de la géo-
métrie dans 1’espace.

Soient deux plans vectoriels }Tl) et 172) dans €.
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N

Alors E N 2—2: est soit une droite vectorielle D (qui est un sous-espace vectoriel de ?), soit le
plan P, = P, (si les deux plans sont confondus).

2. On se place dans le C-espace vectoriel C[X]. On considere :
F = {P e C[X] | P est paire} (vérifier que c’est un bien un sous-espace vectoriel).
G = {P e C[X]| P(42) = 0} (vérifier également que c’est un sous-espace vectoriel).

Alors leur intersection F n G = {P € C[X] | P est paire et P(42) = 0} est un sous-espace
vectoriel de C[X].

OOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 46. Pour déterminer une intersection d’espaces vectoriels, il est plus simple
de décrire ceux-ci a ’aide d’équations.

Exercice d’application 47. Considérons
E= {(z,y,z) €R3| 3z+2y—z:0} et F = {(2a,b,a+b) : (a,b) €R2}.

Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R® puis prouver qu’il existe u € R3 tel que
En F =Vect (u).

<> On peut prouver que F est un sous-espace vectoriel de R en vérifiant les trois points de la
caractérisation, mais il semble plus rapide de passer par une description par parametres :

E={(z,y,2)€ RB‘ z=3z+2y} = {(z,y,3z+2y) : (z,y) € R*} = Vect ((1,0,3),(0,1,2)).

Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R3. De méme, F' = Vect ((1,0,1),(0,1,1)) est un sous-espace
vectoriel de R3. Par conséquent, E n F' est un sous-espace vectoriel de R3.
Décrivons F a l'aide d’équations. Soit (x,y,2) € R®.

20 = «x

T, Y,z € A a, € y Y, 2) = a7a+ = a, € ) = Y
F I(a,b) € R? 2 b I(a,b) € R? b

a+b = =z

Or ce dernier systeme admet des solutions si et seulement si § +y = z, si et seulement si x + 2y = 2z.
Donc

F={(z,y,2) eR*| x + 2y = 2z}.

Ainsi,
_ 3 T+ 2y —2z 0
EmF—{(x,y,z)eR {3x+2y—z — 0 [
Or,
r+2y—2z = 0 r = —%
(x,y,z)eEmF<=>{3x+2yz _ 0 (E){y - 5

On obtient donc

z bz L5
EmF—{<—2,47Z> .ZER}—Vect(<—274a1))-

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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3.4. Somme de sous-espaces vectoriels

On se place dans un K-espace vectoriel (E, +, ).

/A Attention A\ . La réunion de deux sous-
espace vectoriels n’est en général PAS un sous-
espace vectoriel. Dans l’exemple représenté ci-
aprés, on a u + v ¢ Vect(u) u Vect (v), donc
Vect (u) U Vect (v) n’est pas stable par somme.

U+ v

Il est alors naturel de se demander quel est le « plus petit » sous-espace vectoriel de E contenant la

réunion de F et G des sous-espaces vectoriels de F 7

~— Définition 48.

sous-espaces vectoriels F' et G ’ensemble

F+G={f+g: feF,geG}.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On note F' 4+ G et on appelle somme des

,—[Proposition 49.}

F + G est un sous-espace vectoriel de

\.

J

Démonstration. e Soit u € F + G. Alors, il existe f € F,ge G, u = f + g. Puisque f et g sont des
éléments de E,onau= f+ge F.Dou FF+Gc E.

e Ope FetOged. Donec O + 0 € '+ G. Comme

0 + Og

eF eG

=0g,onalgeF+G.

e Soit (u,v) € (F + G)%, X\ € K. Alors il existe (f1,91) € F x G et (fa,92) € F x G) tels que

u=fi+getv=fo+go.

MA4v=Af1+0)+ (f2+92)
= (M1 4 f2) + (A1 + g2).

Or Afi1 + f2 € F car F est un sous-espace vectoriel de E et Ag; + g2 € G car G est un sous-espace
vectoriel de E. Donc Au + v € F + G. Finalement, F' + (G est un sous-espace vectoriel de E. [J

,—[Proposition 50.}

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels
de E, alors F'4+G est le plus petit sous-espace
vectoriel de E (au sens de I'inclusion) conte-
nant F'u G.

C’est a dire que pour tout sous-espace vecto-
riel H de E contenant F' U G, alors

F+GcH.

uG

F+G
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Démonstration.

Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F'u G. Soit u € F 4+ G. Il existe (f,g) € F x G tel que
u=f+g. Fc Het Gc H donc f,ge H. Comme H est un sous-espace vectoriel, f + g € H. Ainsi,
F+GcH. O

Exemple 51. Dans le R-espace vectoriel (F(R,R),+,-), on considére le sous-espace vectoriel F' des
fonctions polynomiales de R dans R et G = Vect (exp). On pose

h: R — R ) f: R — R ) g: R — R
r — 32t -2z + Texp(z) r — 3zt -2z x +— Texp(z)

Alors, h € F + G car h est la somme de la fonction f qui appartient & F et de la fonction g qui
appartient a G.

Exercice d’application 52. Posons e; = (1,0) et ez = (0,1). Montrer que Vect (e1) + Vect (e2) =
R2.

— II faut démontrer une égalité d’ensembles : procédons par double inclusion.
Les ensembles Vect (e1) et Vect (e2) sont des sous-espaces vectoriels de R?, donc Vect (e1) + Vect (e3)
est un sous-espace vectoriel de R2. En particulier,

Vect (e1) + Vect (e3) = R?.

Soit (x,y) € R% On remarque que (z,y) = xe; + xea ,dou (z,y) € Vect (e1) + Vect (e2). Par
~—— ~——

€Vect(e1) €Vect(e2)
conséquent,
R? < Vect (e1) + Vect (e3) .

Finalement,
Vect (e1) + Vect (e3) = R?.

Exercice d’application 53. Posons
E={PecR[X]| P'(0)=0} et F=Vect(X+1).
Prouver que FE + F = R[X].

— L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de R[X]. Montrons que E en est un également :
e FC R[X]
e e L.
e Soit (\, P,Q) € R x R[X]%. Alors (AP + Q)’(0) = P'(0) + AQ"(0) = 0+ A -0 = 0 car P'(0) =0
et Q'(0) =0. Il s’ensuit AP + @ € E. Ainsi E est stable par combinaison linéaire.

Finalement, ces trois points assurent que E est un sous-espace vectoriel de R[X]. En particulier, E+ F
est un sous-espace vectoriel de R[X], donc E + F < R[X].

Il reste & établir I'inclusion réciproque. Soit P € R[X]. Le but est de prouver que P € E+ F, i.e. qu’il
existe (Q,T) € E x F tel que P = Q+T. C’est un probléme d’existence : on fait Panalyse au brouillon
et on ne rédige que la synthese!

Analyse (au brouillon). Supposons qu'il existe Q € F et T € F tel que P = Q + T. Puisque T € F, il
existe a € R tel que T' = a(X + 1). Puisque @ € E, Q’(0) = 0. Ainsi

P0)=(@Q+T)(0)=Q(0)+T'(0)=0+a

donca=P'(0)et Q=P — P (0)(X +1).

Synthése (a4 rédiger précisément). Posons Q = P—P'(0)(X +1) et T = P'(0)(X +1). Alors Q+7T = P.
De plus, T € F car P'(0) € R. Enfin, Q'(0) = (P — P'(0))(X + 1))'(0) = P'(0) — P'(0) = 0, donc
QeFk.

Ainsi P € E+ F. On vient de montrer que R[X]| < E+ F.

Finalement, on a démontré par double inclusion que R[X] = F + F.
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,—[Proposition 54.} \

Soit (x1,...,%n) et (y1,...,yp) deux familles de vecteurs de E. On note F =
Vect (z1,...,2,) et G = Vect (y1,...,y,). Alors,

F+G=Vect (T1,..,&n,Y1,---,Yp) -

Démonstration.
On procede par double inclusion.

e Sens . Soit w € F' + G. Alors il existe u € F et v € G tels que u +v = w. v € F donc il existe
Ay A € Kotels que w = Ay + - - 4+ Az, De méme v € G donc il existe juq, ..., pp, € K tels
que y = p1y1 + -+ UpYp.

Alors w = Mz + -+ App + 1y + -+ UpYp-
Donc w € Vect (Z1,...,&n,Y1,...,Yp) €t F+ G < Vect (T1,...,Zn, Y1, -, Yp) -

e Sens D. Soit w € Vect (z1,...,%n, Y1,...,Yp). Alors il existe A1, ..., A4y € K tels que
w = )\lxl + -+ )\nxn + )\n-‘rlyl +-+ An-l—pygr

Onpose z =Mz + -+ ApZp et ¥y = App1y1 + - + A pUp-

x est une combinaison linéaire d’éléments de F', qui est un sous-espace vectoriel de F donc est
stable par combinaison linéaire de ses vecteurs. Donc € F. De méme, y est une combinaison
linéaire d’éléments de G et G est un sous-espace vectoriel de E donc y € G.

Doncw=x+y avecx e F et y € G, donc w e F + G.
On a donc Vect (z1,...,%n,¥1,...,Yp) € F +G.
Par double inclusion, Vect (z1,...,%n,y1,---,Yp) = F + G. O

Proposition 55.}

Toute combinaison linéaire d’un vecteur de F et d’un vecteur de G est un élément de F + G.

Démonstration.
Soitue FetveG, \,ue K. Alors \u € F et uv € G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de
E. Donc Az +pye F+G. O

3.5. Sous-espaces vectoriels en somme directe
La somme de sous-espaces vectoriels est un outil intéressant, mais elle souffre d’'un défaut important :

le manque d’unicité des décompositions. Si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors un
vecteur de I+ G peut s’écrire de plusieurs facons comme somme d’un vecteur de F' et d’un de G.
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Exemple 56. Dans l’espace € des vecteurs de la
géométrie dans ’espace, on considére deux plans Pl
> N . . 7
non confondus P; et Py . Alors leur intersection
—
est une droite vectorielle D dirigée par un vecteur
w, qui appartient aux deux plans.
— — — —>
WePL +Py carw =uw +0 avecw € P; et

- =
0 e PQ .
. ’ . . v o vd -~
Mais @ s’écrit aussi w = 0"+ avec 0" € P; et
P~ 7’ 7’ .
w € Py . On peut également écrire W = %E’Jrgﬁ’ P

—> —>
avec %U’ Py et %E’ ePsy.
Ainsi, il n’y a pas unicité de la décomposition de
@ . On a trouvé deux couples différents (et méme

trois!) (077,72) et (wr,ws) tels que :
weP, ey
W ePr,wy € Py
o+ 0 =W + Wy
Se pose donc la question : quelle condition doit-on rajouter pour que les décompositions dans F' + G
soient uniques ?

~— Définition 57. N

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont en somme directe
lorsque tout vecteur de F' + G se décompose de maniére unique en la somme d’un vecteur
de F' et d’un vecteur de G. Cette condition peut aussi s’écrire :

|
8

Vz,x' € F,Vy,y € G, $+m/:y+y/:>{ z

|
<

Lorsque la somme de F et G est directe, on la note FF @ G.

Exercice d’application 58. Posons e; = (1,0) et e; = (0,1). Montrer que Vect (e1) et Vect (e2)
sont en somme directe.

— Soit a € Vect (e1) + Vect (e2). Il existe (f,g) € Vect (e1) x Vect (e2) tel que a = f + g. Soit
(fo,90) € Vect (e1) x Vect (e2) tel que a = fo + go-
Puisque f € Vect (e1), il existe A € R tel que f = A-e1. Ainsi f = (A, 0). De méme, il existe p, Ag, o € R
tels que

g=p-ea=0,pn), fo=X-e1=(X,0), go=po-e2=(0,po)
Alorsa=f4+g=(A\0)+ (0,u) = A\ pu) et a= fo+ g0 = (Ao,0) + (0, o) = (Ao, o), donc A = Ag et
i = po. Par conséquent, f = fy et g = go. Donc il existe un unique couple (f, g) € Vect (e1) x Vect (e2)
tels que a = f +g.
Finalement, les sous-espaces vectoriels Vect (e1) et Vect (e2) sont en somme directe.

Exercice d’application 59. Posons F' = Vect ((1,0)) et G = Vect ((1,1), (1, —1)). Les sous-espaces
vectoriels F' et G sont-ils en somme directe 7

— F et G ne sont pas en somme directe car (2,0) € F + G avec

(2,0) =2x (1,0)+ (0,0) = (0,0) —I—(l,l) + (1,—1).
_— Y Y~ V—FF—

eF eG eF eG
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,—[Proposition 60 - Une premiére caractérisation.} \

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. F' et G sont en somme directe si et

seulement si

xr = OE
V(z,y) e F x G, =0
(z,y) X Tty Ez}{y — 0p

Démonstration. e Supposons que F et G sont en somme directe.
Soient x € F' et y € G tels que x+y = 0. On peut décomposer O en O = 0 +0g avec Og € F
et Og € G. Comme on a supposé que F' et G sont en somme directe, la décomposition de Og est
unique donc z = 0 et y = 0p.
e Supposons que

Vz e F,Vy € G, x+y:0E=>{x = Up
y = Op

Soient z,z’ € F et y,y' € G tels que x +y = 2’ + y'. Alors (x — ') + (y — ¢/) = Og. De plus,
r—12 € Fety—1vy €G. Ainsi, d’aprés 'hypotheése, x — 2’ = 0g et y — ¢’ = Og. Finalement,
r=xety=1". O

Proposition 61 - Seconde caractérisation.}

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en somme directe si et
seulement si F' n G = {0g}.

Démonstration. e Supposons que F' et GG sont en somme directe. Nous allons montrer par double
inclusion que F'n G = {0g}.
F et GG sont des sous-espaces vectoriels de F, donc ils contiennent tous les deux Og. Donc
{0} c FnG.
Soit x € F n G. Alors z € F' et x € G. Montrons que x = 0g.
On peut écrire x = x + 0g avec x € F et O € G. On peut également écrire x = Og + = avec
O € Fet z € G. Comme F et G sont en somme directe, ces deux décompositions sont identiques,
donc = 0g. Donc F n G < {0g}.
e Supposons que F'n G = {0g}. Montrons que F et G sont en somme directe.
Soient z, 2’ € F et 3,7’ € G.
Onsuppose que z+y=2'+y . Alorsz—2'=y—y.z2—2' e Fet y—1vy' € G car F et G sont
des sous-espaces vectoriels de E. Donc ¢ — 2’ € FnG = {0g}, dott x — 2’ = 0 et = 2’. Donc
y=y.
F et G sont donc en somme directe. O
Exemple 62. Dans g I’espace des vecteurs de la géométrie dans 'espace, deux droites non confon-

dues sont en somme directe, une droite et un plan ne contenant pas cette droite sont en somme
directe.
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Exercice d’application 63. Dans I'espace vectoriel €2(R), on pose F I'ensemble des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et G = { f € €*(R)| g(0) = ¢'(0) = ¢"(0)}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de €2(R.).
2. Montrer que F et G sont en somme directe.
— Le point 1. est laissé en exercice. Montrons que F' et GG sont en somme directe. Pour cela, on va
montrer que F' n G = {#} ot 6 est la fonction nulle. Procédons par double inclusion.
e Il est facile de voir que 8 € F' n G. En effet, F' et G étant tous deux des sous-espaces vectoriels
de E, il contiennent #. Donc {6} ¢ F n G.
e Soit he FFnG. Alors h e F et h e G. h est une fonction polynomiale de degré 2, donc il existe
a,b et c réels tels que pour tout x € R, h(z) = ax® + bx + c. On a h(0) = c.
Pour tout x € R, h'(z) = 2az + b. Donc h'(0) = b.
Pour tout « € R, h”(x) = 2a. Donc A"(0) = 2a.
Comme h”(0) = '(0) = h(0), on a forcément a = b = ¢ = 0. Donc pour tout z € R, h(x) = 0(z)
donc h = 6. Ainsi, F n G < {0}.

e Par double inclusion, F' n G = {#}. Donc F et G sont en somme directe.

3.6. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

On cherche maintenant a rajouter une nouvelle condition aux sommes directes : pouvoir décomposer
TOUS les vecteurs de E comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G. Pour cela, on a besoin
de la notion de supplémentaire.

— Définition 64. \

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont supplémentaires
dans E lorsque tout élément x de E se décompose de maniere unique comme somme dun
élément de F' et d'un élément de G :

Vee E, I(f,g)e FxG, z=f+g.

\ J

Exemple 65. Dans ’espace € des vecteurs de la
g_é)ométrie dans ’espace, un pla_r)l P et une droite
D qui n’est pas incluse dans P sont supplémen-
taires dans € . o

N

g
N

Proposition 66 - Une premieére caractérisation.}

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans F si et seulement si
F + G = FE et F et G sont en somme directe.

Démonstration. e Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Supposons que F' et G sont supplémentaires dans E. Comme F et G sont des sous-espaces
vectoriels de F, on sait que F + G c F.

Réciproquement, soit z € E. Alors, t = zp + g avec xp € F et z¢ € G. Donc x € F + G. D’ou
FE c F+ G et E=F + G par double inclusion.
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Enfin, F' et G sont bien en somme directe car tout élément de F' + G se décompose de maniere
unique comme d’un élément de F' et d’un élément de G.
e Supposons que '+ G = E et F' et G sont en somme directe.

Soit z € E. Alors z € '+ G. Comme F' et G sont en somme directe, x se décompose de maniére
unique comme x = rp + xg avec xF € F et xg € G. Donc F' et G sont supplémentaires dans
E. O

Remarque 67. En particulier, si F' et G sont supplémentaires, on note £ = F' @ G.

En combinant ce résultat avec seconde caractérisation des sommes directes (cf. Proposition 61), on
obtient :

Proposition 68 - Seconde caractérisation.}

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si

F+G=FE et FnG={0g}

Exemple 69. 1. Pour n € N, on déja vu que S, et A, les ensembles des matrices respectivement
symétriques et antisymétriques de M,,(R) sont supplémentaires dans M, (R). En effet, nous

avons démontré que toute matrice M de M, (R) peut s’écrire de maniére unique comme M =
A+ Savec Ac A, et SeS,.

2. On a aussi déja vu que toute fonction de R dan R se décompose de maniére unique comme
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. Donc

{f:R—>R| fpaire;®{f:R— R| f impaire} = F(R,R).

Par exemple, la décomposition de exp est exp = ch + sh.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO OOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 70. En pratique, pour montrer que F' et G sont supplémentaires, on fait
un raisonnement par analyse-synthése, en rédigeant soigneusement la phase d’analyse (qui montre
l'unicité de la décomposition) ET la phase de synthése (qui montre lexistence de la décomposition).

Exercice d’application 71. Dans l'espace vectoriel (6°([0; 1]),+,+) qu'on note E, on considére :
1
F= {f e ¢°([0; 1})‘] ft)dt = 0} et G={fe%°[0;1])]|f est constante sur [0; 1]}.
0

1. Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de €°([0; 1]).
2. Montrer que F® G = E.

1. Preuve laissée au lecteur.

2. Montrons que F et G Sont supplémentaires dans €°([0; 1]).
11 faut donc montrer que toute fonction ¢ continue sur [0; 1] s’écrit de maniére unique comme
une somme @ = f + g avec f € F et g € G, c’est a dire telles que g est constante et Sé f=0.

Autrement dit, pour ¢ € €°([0; 1]), on cherche & montrer que ’équation ¢ = f + g d’inconnue
(f,9) avec f € F et g € G posséde une unique solution.

Procédons par analyse-synthese. Soit ¢ € €°([0; 1]).
Analyse. On suppose que ¢ = f +gavec f€ F et ge G.
On a donc que Sé f =0et quil existe ¢ € R telle que pour tout x € [0; 1], g(z) = c. Alors,

1 1

g(t)dt :j cdt =c.
0

f p(t)dt = fl(f(t) +g(t))dt = f: F(t)dt +f

0 0 0
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Donc ¢ = Sé (t) dt, d’ott 'on déduit que g est la fonction constante égale a Sé p(t)dtet f =¢p—c,
- f:0;1] —- R X
v oo ole) - | e
Il y a donc un unique couple solution candidat, le couple (f, g) obtenu ci-dessus.
Synthese. On définit

f:[0;1] — R g: [0;1] —- R
v e w(x)—Joap(t)dt r e Jocp(t)dt

Ces fonctions sont bien continues sur [0; 1].
e g est bien une fonction constante, donc g € G.

e On pose ¢ = S(l) @(t) dt. Alors,

Llf(t)dt:fol(@(t)—c)dtzr@(t)dt—rcdt:c—c:o

0 0

Donc f € F.

e Pour tout z € [0; 1], on a

1 1

POt + | olt)dt = ola)

f(@) + 9(z) = pla) —jo
Donc f+ g = ¢.

Conclusion. ¢ s’écrit bien de maniére unique ¢ = f + g avec f € F et g € G. Ce raisonnement
est valable pour tout p € €°([0; 1]), donc F et G sont bien supplémentaires dans E.

Exercice d’application 72. Posons F' = {(x,y,z) eR3? ’ r—y+2z= 0} et G = Vect ((1,1,1)).
Montrer que F @ G = R3.

< On vérifie d’abord (laissé en exercice) que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R®. Montrons
a présent que F' et GG sont supplémentaires.

Soit u = (z,y,2) € R3. On cherche & montrer qu'il existe un unique couple (f,g) € F x G tel que
u=f+g.

Analyse. On suppose qu'il existe (f,g) € F x G tel que u = f +g.

Puisque f € F, il existe (z,yy,27) € R? tel que f = (xy,yy, 2f) avec x5 — ys + 225 = 0.
Puisque g € G, il existe A€ R tel que g = A+ (1,1,1).

Onawu=f+g,dou

r = xp+A
y = yr+A
z = Zf—|-/\

Alors 0 = x5 — ys + 225 entraine 0 = — y + 2z — 2\ puis A = 9671’27722 On obtient

r—y+2z T—y+2z

g= f(l,l,l) et f=u-— f(l,l,l),
ce qui montre I'unicité du couple (f,g) s’il existe.
Synthese. Posons
g= %(1,1,1) ot f=u— %(1,1,1).
Alors f 4+ g =wu et g € G. Vérifions que f € F.
= (:c,y,z)f%m(l,l,l) _ <x xfy2+2z,y7 xfy2+2z’27 xy2+2z>
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r—y+2z r—y+2z r—y+2z
_—_—— — _—_— 2 _—_— =
(=) o) ) =

donc f € F. On vient de montrer lexistence d’un couple (f,g) € F' x G tel que f + g = u.
Conclusion. Par analyse-synthése, on a montré que

VueR3 3(f,g)e FxG, u=f+g.
Finalement, F ® G = R>.

QOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

4. Applications linéaires

E, F et G désignent des K-espaces vectoriels dans toute la suite de ce cours.

4.1. Définition et exemples

~— Définition 73. N

Soit u : E —> F une application. On dit que u est une application linéaire (ou un
morphisme d’espaces vectoriels) si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

1. Pour tout (z,y) € B2, u(x +y) = u(x) + u(y).
2. Pour tout (A\,z) e K x E, u(A-z) = X u(x).

Si u est linéaire et a valeurs dans K, on dit alors que c’est une forme linéaire.

\ J

Notation 74. On note L(FE, F) I'ensemble des applications linéaires de FE dans F.

Exemple 75. 1. L’application nulle Ogz(gp, py: £ — F  est linéaire.
r OF
2. La fonction identité Idg : EF —— E est linéaire.
r —
3. Soit A € K. L’application A -Idg : F — FE est linéaire. On appelle homothétie de F
r — Az
toute application de ce type.
4. Les applications Re et IJm du R-espace vectoriel (C,+, x) sont linéaires (on dit parfois R-
linéaire).
/A Attention A\. Il est encore parfois important de préciser si on travaille sur un R-espace vectoriel

ou sur un C-espace vectoriel. On note L (E, F') si on a besoin de préciser le corps de base. Un élément
de cet ensemble est alors dit K-linéaire.

Par exemple, 'application C — C est R-linéaire, mais pas C-linéaire (en effet, 7 - 1 = —i # i-1).

zZ > Z

,—[Proposition 76.} \

Soit u : E —> F' une application linéaire. Alors,

2. Vx1, ..., 2 € B,V ..., €K, u (2 )\kmk> = > Aeu(z).
k=1 k=1
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Démonstration. 1. u(0g) = u(0g +0g) = u(0g) + u(0g). D’ot Op = u(0g).

2. Par récurrence sur n a partir de la définition.

Proposition 77 - Caractérisation.}

Soit f: E —> F.

feL[E,F) = VY\z,y)eKxE* f(A-z4+y) =X f(z)+ f(y).

Démonstration.
Le sens direct est immédiat. Réciproquement, supposons que pour tout (A, z,y) e Kx E, f(A-z+y) =
A f(x) + f(y). En choisissant A = 1 dans cette relation et pour (z,y) € E? quelconques, on a

flety)=fA-z+y)=1-f(x)+ fly) = f(x) + fly)

En choisissant = 0 dans la relation et (A, z) € K x E quelconque, on a

f-z+0) =X f(z) + £(0) = A f(x).

Finalement, par double implication, on a établi I’équivalence cherchée. O

Exercice d’application 78. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

fi: R — R fo: R — R fs: R — R
x — 2 r — =3z r — 2x+1
fa: K2 — K f5: K2 — K fo: K[X] — K[X]
(z,y) = 243y (z,y) — 2z4+3y+1 P s P
fr: €'(R) — <°(R) fs: €(0;1],R) — R fo: Mup(K) — M,yn(K)
P — P f N S(l) f(t) dt M — MT

< f1 n’est pas linéaire car f1(1+2) = (1+2)? =9 tandis que fi(1) + f1(2) =1+ 4 =5.
f2 est une homothétie donc est linéaire.

f3(0) # 0 donc f3 n’est pas linéaire.

Soit (X, (z,y), (',y')) e K x (K?)2. On a

fiA\(z,y) + (2',y) = faQx + 2" My + o) =2(A\e + 2') + 30y + ') = Az, y) + fa(2',y)

donc f; est linéaire.
Toutes les autres applications sont linéaires d’apres les propriétés étudiées dans les chapitres précé-
dents.

Exercice d’application 79. On admet que D! (R) est un sous-espace vectoriel de R® (3 démontrer).
Montrer que ’application suivante est linéaire :

¢: D'(R) — RR

Y x — y(2) + ey(@)
— Soit (\,y,2) € R x D}(R)2. Posons f = ¢(\y + 2) et g = A\p(y) + ¢(2). On doit prouver que f et
g sont égales, donc que pour tout x € R, f(x) = g(x).
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Soit z € R.

— 0+ 2)(@)

= 0(@) +2(2)

= A (V@) + @) + (204 )
= MW@ +9)E)

= g(z)

Donc f = g. Il s’ensuit que ¢ est linéaire.

— Définition 80. \

Soit f e L(E,F).
e Si FF=FE, on dit que f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes est
notée L(E) (ainsi L(E) = L(E, E)).

e Si f est bijective, f est un isomorphisme.

e Si ' = FE et f est bijective, on dit que f est un automorphisme. L’ensemble des
automorphismes de E est noté GL(FE). Cet ensemble est appelé groupe linéaire de
E.

\. J

Exemple 81. 1. Idg : E — FE est un automorphisme de FE.

2. Pour tout A € K*, \-Idg est un automorphisme (la réciproque est % -1dg).

Exemple 82. 1. K2 — K2 est un endomorphisme de K2.
(z,y) — (22 —5y,—z+y)
2. €*(R) — E*“(R) est un endomorphisme de €*(R).
p — ¢
3. K[X] — K[X] est un endomorphisme de K[X].
P — (X?+5X+42)P

Définition 83.

On dit que deux K-espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme

de E vers F.
Exemple 84. R;[X] est isomorphe & R? puisque ¢ : R;[X] — R? est un isomor-
P — (P(0),P'(0))
phisme.

4.2. Supplémentaires et restrictions
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~— Théoréme 85. \

Soient E et F' des espaces vectoriels, F; et Es deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires dans F (c’est & dire que E = E; @ E»).

Soient u; € L(E1,F) et ug € L(F2, F). Alors, il existe une unique application linéaire
ue€ L(E,F) telle que u|g, = u; et u|g, = us.

Cette application est définie de la maniére suivante : pour tout = € E, x s’écrit de maniere
unique x1 + x2 avec x1 € F et 9 € 5 et

u(z) = uy(z1) + uz(z2).

\. J

Démonstration.
Soient x,y € E et A\, u € K. Alors il existe des uniques 1, 2, y1,y2 tels que x1,y1 € Ey, x2,y2 € o et
r=x1+22,y=y1+y2. Ona

u(Ar + py) = u(Az1 + pyr + Av2 + pyo)

ur(Azy + py1) + us(Azg + py2)

Aug (1) + prun (y1) + Auz(2) + puz(y2)
= Aur(z1) + uz(x2)) + plur(y1) + uz(y2))
= Au(z) + pu(y)

Donc u est linéaire.

Soit x € Fj. Alors, la décomposition de z dans la somme directe E; @ E5 est 2 + 0. Donc u(x) =
ur(x) + u2(0g) = u1(z) + 0 = uy(x).

D’ott u|g, = u1. De méme, on montre que u|g, = us.
Montrons enfin que u est unique. Soit v € L(E, F) telle que v|g, = u; et v|g, = us.
Pour tout z € F, il existe un unique couple (z1,x2) € E1 X Ey tel que © = x1 + .
v|g, = w1 donc v(z1) = up(z1). De méme, v(xs) = us(x2). Par linéarité de v, on a
v(z) = v(z1) + v(T2) = w1 (w1) + uz(x2) = u(x).
Donc v = u. O

Remarque 86. Le but de ce mode de définition est de pouvoir définir une application linéaire en
donnant ses valeurs uniquement sur deux sous-vectoriels supplémentaires (et non sur tout I'espace
vectoriel).

4.3. Opérations et structure

,—[Proposition 87.} \

Soit u,v € L(E,F), a € K.
Alorsaou+v: E — F est une application linéaire.
x — au(z)+ov(z)
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Démonstration.
Soient x,y € E, A\, u € K. Alors,

(au +v)(Az + py) = au(Az + py)

= au(Az + py)
a(Au(z) + pu(y)) + Av(x) + po(y)
= Mau(z) +v(2)) + plau(y) +v(y))
= Mau +v)(@) + plou +v)(y)

Az + py)

+v(
+ v(Ax + py) car u,v linéaires

Donc au + v est bien linéaire. O

Corollaire 88.

L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F'¥.
En particulier, toute combinaison linéaire d’applications linéaires est une application li-

néaire.
Démonstration.
Ona L(E,F) c F¥. On conclut en utilisant la proposition précédente et le fait que I'application nulle
est linéaire. O

Proposition 89.}

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration.
Soient u : E — F et v : F — G deux applications linéaires. Alors, pour tout x,y € F, pour tout
a,B eR,

(vou)(ax + By) = v(u(ax + By))

= v(au(z) 4+ fv(z))
= av(u(z)) + Bv(u(x))
=a(vou)(x) + f(vou)(x)
v o u est donc linéaire. -
,—EProposition 90.} )

Pour tout u,u’ € L(E, F), v,v' € L(F,G), \,p €K, on a:
vo(Au+pu') = vou+ pvou M+ )ou=Avou+ v ou
Une autre fagon de le voir est de dire que

L(E,F) — L(E,G) et L(F,G) — L(B,G)
¢ — voy Y — tou

sont, des applications linéaires.

\ J

Démonstration.
Laissé en exercice. O

19 - ESPACES VECTORIELS PAGE 29 SUR 44 PCSI 2



Proposition 91 - Cas particulier des endomorphismes.}

Soit u,v e L(E) et A e K.

u+veL(E) Aue L(E) uowe L(E).

A Attention A. On pourrait donc étre tenté de dire que L£(F) muni la composition et de la
multiplication externe par un scalaire est un K-espace vectoriel. Ce n’est a priori pas vrai car les
éléments de L(F) ne sont pas tous inversibles pour la loi o (¢’est-a-dire bijectifs).

Notation 92. Soit F un K-espace vectoriel. Soit u € £(E). On note u? I’endomorphisme u o u. Plus
généralement, si n € N, on définit u” en posant

wW=Idg, VYneN* u"=uou"'=uouo---ou.
—_—

n fois

Notons que pour tout n € N*, u” = v ow.

Définition 93.

Soit (u,v) € L(E)?2. On dit que u et v commutent lorsque u o v = v o u.

A Attention A. La composition est notée comme un produit : ainsi u? # u x u!
Cette notation pourrait par ailleurs faire penser que la commutation est commutative : ¢a n’est pas
le cas! (il vaut mieux la voir comme la multiplication des matrices carrées).

Pr exemple, pour « : R?2 — R? et v : R? — R? ,onavou(0,1) =

(z,y) — (z,-y) (x,y) — (@+y,z—y)
(=1,1) et wow(0,1) =1,1).

Remarque 94. Comme pour le produit de matrices, on peut avoir u ov = 0 avec u et v toutes les
deux non nulles.

Considérer par exemple u : (z,y) — (0,y) et v : (x,y) — (,0).

,—(Proposition 95.} N

Soient u et v deux endomorphismes de E. Si uw et v commutent, alors

n n—1
(u+v)" = 2 " uFon =k, u" —v" = (u—v) 2 ukyn=hL
izo \F k=0

\ J

Démonstration.
Laissé en exercice. O

Exemple 96. Soit ue€ L(F). Alors :

uoldg =Idgou = u.

(u+1dg)® = (u+1dg) o (u+1Idg) o (u+1Idg) = u® + 3u® 4 3u + Idg.
wou—1Idg =u? —1dg = (u—1dg) o (u+Idg).

Proposition 97.}

Soit v € F'¥ un isomorphisme. Alors ©~! est aussi un isomorphisme.
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Démonstration.
L’application u étant bijective, u est aussi. Il reste & montrer que v~ € L(F, E).
Soit (A, z,y) € K x F2. Alors u~!(z) € E et u~!(y) € E. Donc, puisque u € L(E, F),

-1 I

uQu™H (@) +u () = Mu(uH(z2) Fu(uH(y) = Az +y = u(u” Az +y))
L’application u étant bijective, on en déduit que Au~'(z) + v~ (y) = u='(\z + y), ce qui entraine
ute L(FE). O
En particulier, si u € GL(E), alors u=! € GL(E).

Remarque 98. GL(F) s’appelle « groupe linéaire » car il s’agit effectivement d’un groupe, en consi-
dérant Vopération o. La composition est bien interne (Proposition 91), associative (la composition
d’application est toujours associative), posseéde un élément neutre (Idg, d’apres 'Exemple 81) et tout
élément de GL(FE) posseéde un inverse dans GL(E) pour la loi o (Proposition 97).

4.4. Noyau et image d’une application linéaire

Proposition 99 - Images directes et réciproques de sous-espaces vectoriels.

Soit u e L(E, F).
1. Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors u(G) est un sous-espace vectoriel de F.
2. Si H est un sous-espace vectoriel de F, alors u~!(H) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 1. Soit G un sous-espace vectoriel de F.
e u(G) c F par définition de u.
e Og € G car G est un sous-espace vectoriel de E. Donc u(0g) € u(G). Or on a vu que
U(OE) = OF, donc OF S U(G)
e Soient y,y’ € u(G), A € K. Alors il existe z et 2’ dans G tels que u(z) =y et u(a’) =y'.
Alors, Ay +¢' = Mu(x) + u(2’) = u(Az + 2') par linéarité de u. Or G est un sous-espace
vectoriel de F et ,2' € G, donc A\x + 2’ € G. D’ott Ay + ¢/ € u(G).

Donc u(G) est un sous-espace vectoriel de F'.
2. Soit H un sous-espace vectoriel de F.
e Par définition de u, u='(H) c E.
e Comme H est un sous-espace vectoriel de F', 0p € H. Or u(0g) = O donc Og € u~(H).
e Soient x, 2" € u=t(H), A € K. Alors u(Az + 2') = Mu(z) + u(z’). z € u=(H) donc u(z) € H.
De méme, u(z’) € H. Comme H est sous-espace vectoriel de F', Au(z) + u(z’) € H. Donc
A\ + 2’ e w1 (H).

Donc u~!(H) est un sous-espace vectoriel de E.

~ Définition 100. | .

Soit u € L(E, F). On appelle noyau de u et on note Ker(u) 'ensemble des antécédents de
O par u.
Ker(u) = u ' ({0r}) = {z € E | u(x) = 0p}.

On appelle image de u, notée Im(u) ’ensemble des images des éléments de E par u.

Im(u) =uw(E) ={ye F |3z e E,u(z) =y}.
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,—[Proposition 101.}

Soit uw € L(E, F). Alors,
e Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E,

e Im(u) est un sous-espace vectoriel de F.

\

Démonstration.
C’est une conséquence de la Proposition 99.

En effet, {0r} est un sous-espace vectoriel de F', donc u=1(0r) = Ker(u) est un sous-espace vectoriel
de E.

De méme, E est un sous-espace vectoriel de E, donc u(F) = Im(u) est un sous-espace vectoriel de

F. O
Exemple 102. 1. Soit I un intervalle de R et f, g deux fonctions continues sur I. On pose
p: DI) — D) , et ¥: DI) — D)
h —— h'+ah h +—— A" +ah' +bh

On peut facilement vérifier que ces deux applications sont linéaires.

Ker(i) est ’'ensemble des solutions de ’équation différentielle homogene y' +a(t)y = 0 et Ker(¢))
est I'ensemble des solutions de y” + a(t)y’ + b(t)y = 0.

Ces ensembles sont donc des sous-espaces vectoriels de F(I,R).
2. Soit u : R} — R? (c’est une application linéaire).
(#,9,2) — (+y—zy-—22)
Soit (z,v,2) € R3, (a,b) € R%.

u(x,y,z>=<a,b><:>{“yz —a

y—2z =D
T =a—b—\
<~ 3Jd eR,{ y =0b+2\
z =A

On en déduit que tous les vecteurs de R? ont un antécédent par u, c’est a dire Im(u) = R2.
En prenant a =0 =0,on a:

T ==
(x,y,2) e Ker(u) <= IXNeR,{ y =2\
z A

< INeR,(z,y,2) = \(-1,2,1)
< (z,y,2) € Vect ((—1,2,1))

Donc Ker(u) = Vect ((—1,2,1)).

QOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOVOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 103. Le noyau d’une application linéaire est un espace vectoriel décrit par
conditions, alors que 'image est un espace vectoriel décrit par parameétres. On peut bien sir, si
nécessaire, essayer de passer d’une description a l'autre.

Exercice d’application 104. Posons  : R® — R? )
(2,9,2) — (z+y+za-y)
1. Vérifier que u e L(R3, R?).
2. Déterminer Ker(u). Le décrire comme un sous-espace vectoriel engendré.

3. Déterminer Im(u) : & quelles conditions sur a et b a-t-on (a,b) € Im(u) (autrement dit : décrire
Im(u) sous forme d’équations, si possible).
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—

1. Soient a = (x,y,2) € R®, b= (s,t,v) € R®, A€ R. Alors a + \b = (x + s,y + At, z + Av). Donc

u(a + Ab) (x4+As+y+M+z+I,z+As— (y+ At))

(x+y+z+As+t+v),z—y+As—1))

et

u(a) + Au(b) (z+y+2z0—y)+ As +1+0),As —v))

= (z4+y+z+As+t+v),z—y+A(s—1)).
Ainsi u(a + Ab) = u(a) + Au(b). Donc u € L(R?,R?).
2. Soit @ = (x,y,2) € R

_ x4+y+z = 0 z = 2y . _
aeKer(u)<:>u(a)—0<:>{ r—y = 0 (:){x — = a=(y,y,—2y)

Donc
Ker(u) = {(y,y,—2y) : ye R} = Vect ((1,1,-2)).

3. Im(u) = {u(a) : a e R¥} ={(z+y+2z2—y) : (z,y,2) e R®} = Vect ((1,1), (1, 1), (1,0)).
Soit (a,b) € R2.

r+y+z = a

3
(a,0) € Im(u) <= 3(z,y,2) e R, { z—y = b

Or ce systeme admet deux pivot, donc ne présente pas de ligne incompatible : il admet toujours
une solution (méme une infinité, dépendant d’une inconnue auxiliaire). Donc (a,b) € Im(u).
Finalement, on a montré que Im(u) = R? (il n’y a donc pas d’équations pour décrire Im(u)).

QOOOOOOVOOOOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOOVVOOOVOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOVOVOOOOOVV VOOV OOOOVOOVOOOOVOVOOOOOOVOOOO0

Exercice d’application 105. Montrer que ’application

¢ RN — RN

(Un)nEN > (un+1 - 2un)neN
est un endomorphisme et déterminer son noyau.

<> Montrons dans un premier temps que ¢ est linéaire. Soit u,v € RN, X\ € R. Posons w = ¢(u + \v)
et 7 = ¢(u) + Ap(v). On cherche & montrer que w = r, i.e. que pour tout n € N, w, = r,.
Soit n € N.

Wn = d(u+M)p = (Wt A0)pt1 — 2(u + A0)p = Unp1 — 2Un + A(Vnp1 — 205) = d(w)n + AP(V)y, = Ty

Par conséquent, w = 7 donc ¢(u + \v) = ¢(u) + Ap(v) pour tous u,v € RN et pour tout A € R.
L’application ¢ est donc linéaire. Puisque 'espace de départ est égal a l’espace d’arrivée, ¢ est un
endomorphisme.

Déterminons le noyau de ¢. Par définition,

Ker(¢) = {ue RN‘ ¢(u) =Opn} = {ue RN| VneN, uyq2 — 2u, = 0}.
Ainsi, pour tout u € RN,

u € Ker(¢) & Vn e N, u,y1 = 2u,, < u est géométrique de raison 2.

Donc
Ker(¢) = {(a-2")nen : a € R} = Vect ((2")pnen) -

Le résultat suivant est fondamental, c’est en effet presque toujours ainsi que 'on montre l'injectivité
d’une application linéaire.
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Théoréme 106.]

Soit u : E — F une application linéaire. Alors

u est injective <= Ker(u) = {0g}.

Démonstration.

Supposons que u est injective. u(0g) = 0p donc Og € Ker(u) puis {0g} < Ker(u).

Soit x € Ker(u). Alors u(xz) = 0p. Or u est injective donc z = 0g. D’ott Ker(u) < {0g}.
Finalement, Ker(u) = {O0g}.

Réciproquement, supposons que Ker(u) = {Og}. Soient z,2’ € E tels que u(x) = u(z’). Montrons
qu’alors x = 7.

On a u(z) —u(z’) = Op. Par linéarité, u(x — 2’) = Op, donc  — 2’ € Ker(u). Or Ker(u)) = {0g}, donc
z—2' =0g etz =2a.

Donc w est injective. O

QOO OOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOVOOOVOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 107. Pour montrer qu’une application linéaire u : £ — F est injective, on
montre que

Vee E, (u(z)=0)= (zx=0).
En effet, cela montre que Ker(u) < {Og} et comme u(0) = 0, I'inclusion réciproque {0g} < Ker(u) est
toujours vérifiée (il faut tout de méme la préciser a chaque fois).

Exercice d’application 108. L’application w : K} — K2 est-t-
(z,y,2) — (204 3y— 2,52z 4+ 6y —4z)
elle injective ?

— Le systéme u(x,y, z) = 0 a trois inconnues et deux équations. Il y a donc une inconnue secondaire
et une infinité de solutions.

Donc Ker(u) # {0} et u n’est pas injective.
Exercice d’application 109. Montrer que ’application

¢: Ro[X] — R3

P — (P(0), P(1),P(2)

est une application surjective.
— On laisse au lecteur le soin de vérifier que ¢ est linéaire. Montrons que ¢ est injective.
Soit P € Ker(¢). Alors ¢(P) = Ogs donc P(0) = P(1) = P(2) = 0. En particulier, P admet au moins
trois racines distinctes. Or P est de degré au plus deux, donc P est le polynéme nul.
On vient de montrer que Ker(¢) < {OR[ X]}. L’autre inclusion étant évidente, on en déduit Ker(¢) =
{OR[X]} ce qui prouve 'injectivité de ¢.

QOOOOOVVOOOVOVOVOOOOVOVVOOOVOVOVOOOOVOVVOOOVOVOVOOOOVOVOOOOOVOVOOOOVOVOOOOOVVO OOV OO OOV VOOV OOOOOOVOOOOVOOOOOOOOOOOOO0

5. Equations linéaires

~ Définition 110. | .

On appelle équation linéaire toute équation de la forme

flz)=y

d’inconnue x € E, de second membre y € F et ou f € L(E, F).
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Exemple 111. On reprend les notations de la définition.

1. L’équation 3’ + Z%Hy = 0 est une équation linéaire car on peut 1’écrire sous la forme ¢(y) =0
avec ici E = D'(R), F = R® et

¢: E — F
R — R

y —>

2. L’équation y” 4 2y’ +y = cos(x)e™ 2% est une équation linéaire car on peut I’écrire sous la forme
é(y) = f, avec ici E = D*(R), F = RR,

¢: ¥ — F et f: R — R

y — Yy +2y +y r +—— cos(z)e 2"

3. Déterminer le terme général de la suite u € RN définie par la donnée de ug = 1 et par la relation
de récurrence u,41 = 2u, — 3 revient a déterminer le terme général de la solution de I’équation
linéaire ¢(u) = v vérifiant ug = 1, on ici £ = RN, F = RN,

6: RN — RN
u (un+l_2un)neN

et v = (_3)nEN~

r—[Théoréme 1 12.] N

Soit ¢ € L(E,F), b € F. On considére I’équation linéaire ¢(x) = b d’inconnue x € E. On
suppose que 'on connait une solution xy de cette équation. Alors I’ensemble des solutions

est
{xo+2ay : xg € Ker(g)}.
Démonstration.
Soit z € E.
p(x)=b = o(x)=¢(xo)

= #(z) - d(x0) = 0F

=== ¢($ — $0) = OF

> x— € Ker(¢)

< dzyeKer(¢), x =29+ 2pH.

O

Remarque 113. Dire que z € Ker(¢) revient a dire que ¢(x) = O, ce qui correspond & 1’équation
homogene associée a ’équation linéaire ¢(x) = b. On retrouve ainsi le résultat classique sur la struc-
ture de I'ensemble des solutions d'une équation linéaire : les solutions sont la somme d’une solution
particuliere avec les solutions de ’équation homogeéne associée.

Exercice d’application 114. Déterminer le terme général de la suite u définie par la donnée de
ug = 1 et par la relation de récurrence

VneN, upt1 =2u,—3

(sans utiliser les résultats sur les suites arithmético-géométriques, qu’on redémontrent ici dans un cas
particulier).

— La suite u est solution de I’équation linéaire ¢(u) = v, avec v = (—3)pen 6t

6: RN — RN
u (unJrl - 2un)n€N
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On a déja montré (cf. Exercice d’application 105) que

Ker(¢) = Vect ((2")nen) -

Déterminons une solution particuliere de I’équation linéaire. On la cherche sous la forme d’une suite
constante.

Soit 7 € R. Soit w = (r)nen. w est solution de ’équation linéaire si et seulement si r — 2r = —3 si et
seulement si r = 3. Ainsi w = (3),en est solution de 'équation linéaire.

L’ensemble des solutions de I’équation linéaire est donc

(B4 A 2")pen : AR},

Or u est une solution, donc il existe A € R tel que u = (3 + A - 2"),en. De plus, ug = 1 donc A = —2.
Finalement, le terme général de la suite u est u, = 3 — 2"+1,

6. Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel

6.1. Projecteurs

~— Définition 115.] N

Soit F', G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F (i.e. E = F ® G).
On appelle projection (ou projecteur) sur F' parallelement & G Papplication

p: E= F & G — K
r= I + Xg — Ip
S~ =

eF eG

Exemple 116. Considérons le R-espace vectoriel C. Puisque tout nombre complexe s’écrit de maniere
unique sous forme algébrique, C = R @ iR.
La projection sur R parallelement a ¢R est I'application C — C .
z — Re(z)
La projection sur ¢R parallelement a R est 'application C — C
z — iIm(z)

Exercice d’application 117. Considérons E = R? E; = Vect ((1,0)) et E5 = Vect (0, 1). Montrer
que Fy @ Ey; = E et déterminer les projecteurs associés a cette décomposition.

— Tout d’abord, E; et Es sont bien des sous-espaces vectoriels. Soit (z,y) € R2.
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Analyse. Supposons qu’il existe uy € Fy et ug € Ey tels que (z,y) = uy + ug. Puisque u; € Ep et
ug € By, il existe (a,b) € R? tel que u; = a - (1,0) et us = b-(0,1). Alors

(xay) =u; +uz = (G,O) + (Ovb) = (a’?b)
donc a = x et b = y. On vient de montrer I'unicité sous réserve d’existence.

Synthése. Posons u; = x - (1,0) et ug =y - (0,1). Alors uy € Ey, us € Es et uy + us = (2,y). On vient
d’établir 'existence.

Conclusion. Finalement, par analyse-synthese, on a montré que tout vecteur de F s’écrit de maniere
unique comme somme d’un vecteur de E; et d’un vecteur de E5. Donc F = Fy @ Es.

D’apres la décomposition précédente, la projection sur E; parallelement sur Fo et la projection sur
FEs parallelement a E; sont données respectivement par :

RZ — R? et RZ — R?
(z,y) — (2,0) (z,y) — (0,y)

Exemple 118. Considérons E = R?, E; = Vect ((1,0)) et E3 = Vect ((1,1)).
On admet que E; @ E3 = E (se démontre par analyse-syntheése : a faire!) avec, pour tout (z,y) € R?,

(z,y) = (x —y,0)+ (y,y) .
ek, eFs

La projection sur F; parallelement a E3 et sur E3 parallelement a E; sont données respectivement
par
R? — R? et R? — R?
(,y) — (z—y,0) (@,9) — (y,9)

L

(z,9)

Ey

Remarque 119. Si F® G = E et si p est la projection sur F' parallelement a G, alors :
e pour tout z € G, p(x) =0 car = 0 + x;

e pour tout z € F, p(x) =x car x =z + Op.

Proposition 120.}

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La projection sur F' paral-
lelement & G est un endomorphisme de E.

Démonstration.
Premiere démonstration. C’est une conséquence du Théoréme 85, puisque cette projection p est définie

par p|p = Idp et p|g = 0.

Seconde démonstration. Soit (\,x,y) € K x E2. 1l existe (w1,72) € F? et (y1,y2) € G? tels que
T =11+ X2 et y = y1 + yo. Ainsi,

Ar+y=(Az1+y1) + Az + y2).
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Or A\z1 +y1 € F et Azo + y2 € G puisque F' et G sous des sous-espaces vectoriels. Par conséquent, en
notant p la projection sur F' parallélement a G,

p(Az +y) = Az1 +y1 = Ap(x) + p(y).

On a montré que p € L(F). O

,—[Proposition 121.} <

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Si p est le projecteur sur F
parallelement a G, alors

1. Im(p) = F = Ker(Idg — p);
2. Ker(p) = G.

\. J

Démonstration. 1. Pour tout z € E, on a p(x) € F, donc Im(p) c F.

Réciproquement, si y € F, alors y = p(x) avec x € E. On a donc p(y) = p(p(z)) = p(x) = y.
Donc F' < Im(p). Donc Im(p) = F.
De plus, soit x € F. Il existe xp € F et xg € G tel que © = xp + z¢.

reKer(ldg —p) <= (Idg — p)(z) <=z —p(a) =0<=zr=0wp <= 2g=0<= 2z € F.

Donc F = Ker(Idg — p).

2. Ona
zeKer(p) = zp =0p <= ax=1g <= 2v€(.
Donc Ker(p) = G. O
r—[Théoréme 122 - Caractérisation.] N

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E.

L’application u est un projecteur si et seulement si uwou = u.

Le cas échéant, Ker(u — Idg) @ Ker(u) = E et u est la projection sur Ker(u — Idg) = Im(u)
parallélement a Ker(u) :

VeeE, z= u(z) +z—u(x).
—_——  —
zelm(u) eKer(u)

\. J

Démonstration.
Supposons que u est un projecteur sur F' parallelement a G, ou F, G sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E. Soit x € E. Alors il existe xr € F' et g € G tels que x = x g+ 2. Par définition
u(z) = xp, donc
uou(z) =u(zr) =z = u(z).
Donc pour tout x € E, u(x) = u o u(z), donc u = u?.
Supposons u o u = u. On pose alors F' = Ker(Idg — u) et G = Ker(u). Montrons que F et G sont
supplémentaires dans E.
Soit € E. On pose x1 =  — u(z) et 9 = u(x). On a donc = x1 + x2.
Alors u(z1) = u(z) — w(u(z)) = u(z) — u(x) = 0. Donc z; € G.
(u—Idg)(z2) = u(u(z)) — u(z) = u(x) —u(xr) = 0 Donc x5 € F.
Doncze F+G.Dou F+G=FE.
Soient z € F' n G. Alors u(z) =0 et  — u(z) = 0. Donc = 0. On en déduit que F n G = {0g}.
F et G sont donc supplémentaires dans E. Comme u(x) = 3, on en déduit que u est la projection
sur F' parallelement a G. O
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OOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 123. Pour montrer qu'un endomorphisme u est un projecteur, on montre
que v o u = u. Ensuite, on détermine les deux espaces caractéristiques de u :

e pour trouver Ker(u), on résout u(x) = 0 ;

e pour trouver Im(u) = Ker(Idg — u), on résout u(x) = x (recherche des vecteurs invariants par
Exercice d’application 124. Soit f: R? — R? . L’application f est-elle un projec-
(x,y) — (z+y,0)
teur ? Si oui, préciser par rapport a quel espace vectoriel et dans quelle direction.

<> Montrons déja que f est linéaire. Soit u = (z,7) € R?, v = (a,b) e R et A€ R. On a
flu+ )= flx+Ara,y+A0) = (x+y+ Aa+0b),0) = (z+y,0)+ Aa+0b,0) = f(u) + f(v)
donc f € L(R?).
Par ailleurs, si u = (r,y) € R?,
fof(uw)=f(f(z,y)=fz+y,0)=(2+y+0+0)=f(u)

On a montré que f est un endomorphisme de R? vérifiant f2 = f, donc f est un projecteur. Plus
précisément, f est le projecteur sur F' = Ker(f — Idgz) parallelement & G = Ker(f). Déterminons ces
deux espaces.

Soit u = (z,y) € R2.

ueKer(f) = flu)=0<= (r+9,0) =0 = y = —=,

et
ueKer(f —Idg2) <= f(u) =u <= (x +y,0) = (z,y) <= (y,—y) = (0,0) < y = 0.
Donc
F={(z,—x) : ze R} =Vect((1,-1)) et G={(x,0) : z€ R} =Vect((1,0)).
Exercice d’application 125. Montrer que u : R? — R? est un projecteur et préciser

(.’L’, y) i ((E - Y, 0)
ses éléments caractéristiques.

— On peut montrer que (3 faire) : p linéaire, pop = p, Ker(p) = Vect ((1,1)) et Im(p) = Ker(p—Idg) =
Vect ((1,0)).

QOOOOOVOVOOOVOVOVOOOOOVOVOOOOOVOOOOOVOOOOOVOVOOOOVOVVOOOOVVO OOV V OOV OOOOVOVOOOOVOVOVOOOOOVOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOVOOOO0

6.2. Symétries

— Définition 126.] \

Soit F'; G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans FE.
On appelle symétrie par rapport a F' parallelement & G 'application

p: E= F & G — FE
r= T + Xg — TF — g
~—— N——
el eG
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Proposition 127.}

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La symétrie par rapport a
F parallelement a G est un endomorphisme de FE.

Démonstration.
C’est une conséquence du Théoréme 85, puisque cette symétrie s est définie par s|p = Idp et s|g =
—Idg. O

Remarque 128. Reprenons les notations précédentes. Pour tout « € F, s(x) = z et pour tout = € G,
s(x) = —x.

,—[Proposition 129.} \

Avec les notations de la définition précédente,

1
s=2p—1dg et p:5(5+IdE).

Exemple 130. 1. Les symétries et les projections géométriques dans le plan et dans I'espace sont
des projections et des symétries au sens qui vient d’étre défini.

2. Dans le R-espace vectoriel C, C — C est la symétrie par rapport a R parallelement a iR.

z > Z

,—EProposition 131.} \

Soient E un espace vectoriel, F' et G des sous-espaces vectoriels de F tels que E = F® G
Lorsque p est le projecteur sur F' parallelement a G et s la symétrie par rapport a F
parallelement a G, alors :

e la projection sur G parallelement a F est Idg — p;

e la symétrie par rapport a G parallelement a F est —s.

Démonstration.
Soit x € E. Alors ¢ = xp + z¢ avec xp € F et g € G. Alors, (Idg —p)(x) =2p + 26 — 2p = x¢. De
plus, (—=s)(x) = —(xp —2g) = v — TF. O
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,—[Proposition 132.} \

Soient E un espace vectoriel, F' et G des sous-espaces vectoriels de E tels que E = FOG.
Si s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G, alors

1. F=Ker(s—1Idg);
2. G = Ker(s + Idg).

\ J

Démonstration.
On a

reEF <= a2g=0p<=2=3() = 2—3s(x) =0 < (Idg — s)(z) =0 < z € Ker(Idg — s).
Donc F = Ker(Idg — s). De plus,
reGe=ap=0g < 2=—5) = z2+s(x) =0 < (Idg + 3)(z) = 0 < z € Ker(Idg + s).

Donc G = Ker(Idg + s). O

Théoréme 133 - Caractérisation.]

Soit F un espace vectoriel et © un endomorphisme de FE.
L’application u est une symétrie si et seulement si v owu = Idg.
Le cas échéant, u est la symétrie par rapport & Ker(u — Idg) parallélement a Ker(u + Idg).

Démonstration.

Supposons que u est un symétrie sur F' parallelement a G. Soit © € E. Alors il existe zp € F et
zg € G tels que x = 2y + z¢. Comme s(x) = xp — zg, on a s(s(x)) =z — (—xg) = zF + 5. D’oll
sos=1Idg.

Réciproquement, supposons v o u = Idg. On pose alors F = Ker(u — Idg) et G = Ker(u + Idg).
Montrons que F et G sont supplémentaires dans E. Soit € E. On pose z; = 1(z + u(z)) et
2o = 3(z —u(z)). On a z; + 22 = 2.

Alors (u—1Idg)(z1) = u(3(u(z) + 2)) — 3 (u(z) + 2) = (u(u(z)) + u(z) —u(z) — z) = 3(z — z) = 0p.
Donc z, € F.

Alors (u+1dg)(z2) = u(
Donc z5 € G.

Donc x = 21 + x5 avec x1 € F et x5 € G.
Doncx e F+G.D'ou F+G=F.

(z—u(2))) + 3(z —u()) = 5(u(@) —u(u(@)) + - u(r)) = 5(-z+2) = 0.

[N

Soient x € F' n G. Alors u(x) —x = 0g et u(z) + = 0. Donc 2 = —x et x = 0. On en déduit que
F nG={0g}. F et G sont donc supplémentaires dans E.
Comme u(x) = x1 — x2, on en déduit que u est la symétrie par rapport & F parallelement a G. O

Remarque 134. s est donc un automorphisme de F et s™! = s.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOO VOOV OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 135. Pour montrer qu'un endomorphisme u est une symétrie, on montre que
u o u = Idg. Ensuite, on détermine les deux espaces caractéristiques de u :
e pour trouver Ker(u—Idg), 'espace par rapport auquel s’effectue la symétrie, on résout u(z) = x
pour x € F;
e pour trouver Ker(u+Idg), 'espace parallélement auquel s’effectue la symétrie, on résout u(z) =
—x.
Exercice d’application 136. Soit f: R[X] — R[X] . Montrer que f est une symétrie
P — P-2P(0)
et préciser ses éléments caractéristiques (les sous-espaces vectoriels supplémentaires subjacents).
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< Montrons que f est linéaire. Soit (), P,Q) € R x R[X]2.
f(P+AQ) =P+ Q= 2(P + AQ)(0) = P —2P(0) + M(Q — 2Q(0)) = f(P) + Af(Q),
donc f est une application linéaire. C’est en particulier un endomorphisme de R[X].

Soit P e R[X].
F2(P) = f(£(P)) = f(P) = 2f(P)(0).
Or f(P) =P —2P(0), donc f(P)(0) = P(0) — 2P(0) = —P(0) et par conséquent,

f2(P) =P —2P(0) — 2(—P(0)) = P.

Ainsi f est un endomorphisme de R[X] vérifiant f? = Idg[y) : ¢’est donc une symétrie de R[X]. Plus
précisément, f est la symétrie par rapport a F' = Ker(f —Idg[x)) parallelement a G = Ker(f +Idgx]).
Déterminons ces deux espaces.

Soit P € R[X]?
PeF s (f —ldyx))(P) = 0 <= f(P) = P« P(0) = 0.
Donc P appartient a F' si et seulement si P admet 0 pour racine, si et seulement si P est divisible par
X :
F={XQ:QeR[X]}.
Soit P € R[X].
PeG < (f+1dgx))(P) =0<= f(P)+ P =0<= P = P(0).
Donc P appartient & G si et seulement si P est un polynéme constant. Ainsi,
G={a:acR}.

Exercice d’application 137. Montrer que s : R? — R? est une symétrie et préciser

(@,y) — (y,2)
ses éléments caractéristiques.

— On peut montrer (a faire!) que s linéaire, sos = Idg, Ker(s—Idg) = Vect ((1,1)) et Ker(s+1dg) =
Vect ((1,-1)).

Exercice d’application 138. Montrer que v : M, (K) — M, (K) est une symétrie. Donner
A — A
ses éléments caractéristiques.

— On peut montrer (& faire!) que u linéaire, uou =Idg, Ker(u —Ildg) = S,, Ker(u + Idg) = A,.

QOOOOOVVOOOOVVOOOOOVVOOOOVVOOOOVOVVOOOOVVOOOOVOVVOOOOVVO OOV VOOOOVVO OOV OOOOOVV VOOV VOOOOOVOOOOVOVOOOOOOVOOOO0

7. Une application des isomorphismes : étude des suites récurrentes
d’ordre 2 a coefficients constants

On cherche a retrouver par les méthodes de l'algebre linéaire la structure de I’ensemble des suites
récurrentes d’ordre 2 a coefficients constants.

Fixons a et b deux nombres de K (ot K = R ou C), b étant non nul. On cherche & déterminer quel
est I’ensemble de toutes les suites v de KN qui vérifient :

Vn € N, Upto = AQUpi1 + bUy,.
On note donc F = {u e KN ! Vn e N, Uupio = atpyq + b’u,,}. Il est facile de montrer que E est un
sous-espace vectoriel de KN. On considére alors I’application
p: E — R?

u —  (ug,uy).
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L’application ¢ est clairement linéaire. Or, pour tout («, 8) € K2, il existe une unique suite u telle que
up=ca, up =0 et VYneN, uyis = auyr1 + buy,

c’est-a-dire une unique suite u € E telle que ¢(u) = (a, 8). Donc ¢ est bijective et ¢’est un isomor-
phisme de E sur K2.

Puisque ¢! est une application linéaire dont I'espace de départ (K2) est de dimension finie, elle est

de rang fini, autrement dit son image Im(¢~!) = E est de dimension finie. Comme de plus, ¢ est un
isomorphisme, on peut méme affirmer que dim(E) = dim(K?) = 2.

Ainsi, pour décrire completement F, il suffit d’en trouver une base, qui est donc formée de deux suites
linéairement indépendantes.

La premiéere idée est de chercher ces suites parmi les suites géométriques.

Soit 7 un élément de K. On considére la suite géométrique u = (r"),en. Remarquons que ug = 1 ce
qui fait quesir =0,ona wus # au; + buy . On peut donc supposer que r # 0. Ainsi,
S =

ue FE < VneN, uyto = aupy1 + buy,
= VYneN, r*t2 =gt 4"
= VYneN, " (r*—ar—>b)=0
——
#0
— r?—ar—b=0 ()

On reconnait I’équation caractéristique (C') associée & cette suite.

Cas ou K = C : les suites de F sont des suites complexes

Dans ce cas, (C') a soit deux racines complexes distinctes, soit une seule.

e Si (C) a deux racines complexes distinctes 71 et r2, on obtient que les deux suites u = (11")nen
et v = (r2")pen appartiennent a E.
Dans ce cas, puisque ¢(u) = (1,71) et ¢(v) = (1,72) sont deux vecteurs non colinéaires de C?
(car 71 # 19), les suites u et v sont aussi linéairement indépendantes (car (u,v) est 'image par
I'injection ¢! de la famille libre ((1,71), (1,72)) de C?).
Ainsi, (u,v) est une famille libre de deux vecteurs de E, qui est de dimension 2 donc une base
de F, ce qui prouve que

B = Veet(u,v) = { (1" + prs" e | A, e C}.

e Si (C') n’a qu'une seule racine rg, on n’obtient alors que la suite u = (ro™),en dans E sous la
forme cherchée. Puisque E est de dimension 2, il faut encore trouver une autre suite dans F,
non colinéaire a u pour obtenir une base de F.

On a p(u) = (1,r9). Si Pon trouve une suite v de E telle que p(v) = (0,79) (rg # 0 car b # 0),
on pourra affirmer (pour la méme raison que précédemment), que la famille (u, v) est une famille
libre de E et donc une base de FE.

On cherche donc v telle que vg = 0, v1 =19 et Vn € N, vy42 = a1 + bu,. Avec les relations
coefficients-racines de I’équation (C'), on a a = 2rg et b = —1? ce qui donne que v vérifie :

VneN, v,40 = 2rgvp41 — 702Uy,
On calcule : vg = 0, v1 = 19, V2 = 2192, v3 = 419> — 10° = 31>, 14 = 67’3‘ —2ro* = 4ry%, etc. On

peut montrer par récurrence double que pour tout n € N, v,, = nrg™. La suite v ainsi trouvée
est non colinéaire & la suite u et ainsi la famille (u,v) est une base de E. On obtient :

E = Vect(u,v) = {()\TO" + unro™)nen { A\ € C}.
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Cas ou K = R : les suites de F sont des suites réelles

Dans ce cas, (C) a soit deux racines réelles distinctes 7 et 7o, soit une seule racine réelle ¢ soit deux
racines complexes non réelles et conjuguées pe’ et pe=" ot p > 0 et 6 € ]0; [

e Si (C) a deux racines réelles distinctes r1 et 72, on obtient comme dans le cas complexe
E = Vect(u,v) = {()\7’1” + 2™ )nen | A, € R}.
e Si (C) a une seule racine réelle rg, on obtient comme dans le cas complexe
E = Vect(u,v) = {(/\7’0" + pnro™nen | A i€ R}.
e Reste le cas o (C) a deux racines complexes conjuguées pe® et pe=" ot p > 0 et 6 € |0;7[. On

sait que les suites complexes de E sont les suites de la forme (A(pe®®)™ + u(pe™%)"),en o1 A et
1 sont complexes.

Supposons qu’'une telle suite ne prenne que des valeurs réelles. Alors pour n = 0 et n = 1, on
obtient _ _
A+ peR (1) et Moe? + ppe”@ e R (2).

Posons A = = + iy et u = p + iq ou z,y,p,q sont réels. La condition (1) donne y = —¢. On a
alors

pe? + ppe™® = p [(x +iy)(cos(0) + isin(0)) + (p — iy)(cos(0) — isin(&))}
=p [(x + p) cos(f) — 2y sin(f) + i cos(0)(z — p)} .
La condition (2) impose alors p = . Ainsi A et p sont conjugués. On obtient pour tout n € N :
Ape®®)™ 4+ p(pet®)™ = p [(:c + 1y)(cos(nb) + isin(nd)) + (x — iy)(cos(nb) — 1 sin(n&)}
= 2xp" cos(nh) — 2yp" sin(nh)

et I'on constate que ce nombre est réel pour toutes les valeurs de n.

Pour z = 1/2 et y = 0, on obtient que la suite réelle u = (p™ cos(nh)),en est dans E et pour
x=0et y=—1/2, on obtient que la suite v = (p™ sin(nf))en est aussi dans E. Ces deux suites
ne sont pas colinéaires donc forment une base de E. On retrouve alors

E = Vect(u,v) = {()\p" cos(nf) + pp™ sin(nb))pen | A, 1 € R}.

Autre chose ? En procédant de fagon tres similaire, on peut aussi retrouver tous les résultats
sur les solutions des équations différentielles linéaires.
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