e 2.3

Espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, £ est un R-espace vectoriel.

1. Produit scalaire

1.1. Définition

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : £ x E — R vérifiant :
1. ¢ est bilinéaire : pour tout e € E, x —> p(z,e) et x — (e, x) sont linéaires :
V(w,y,2) € E°, VAER, o(Ax+2,y) = Ap(2,y) + ¢(2,y),
V(z,y,2) € B3, VA€ R, oz, \y+2) = do(z,y) + o(z, 2).

2. ¢ est symétrique : pour tout (x,y) € B2, o(z,y) = p(y, x).
3.  est définie positive : pour tout z € E, p(x,2) = 0 et p(z,2) =0 < z = 0.

SOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOVOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 2.

1. Pour montrer la bilinéarité, il suffit de prouver la symétrie puis la linéarité en 'une des variables.
En effet, si ¢ est symétrique et z — p(x,y) est linéaire, alors, pour (z,y,2,\) € E3 x R,

olx,y+X2) = oy+Az,2) car ¢ est symétrique
= o(y,z)+ Ap(y,z) car pour tout e € E, ¢(-,e) est linéaire
= @(z,y) +  p(z,y) car ¢ est symétrique

2. Si ¢ est bilinéaire, alors on sait que pour tout e € E, ¢(0g,e) = 0 = ¢(e,0g). Pour montrer que
© est définie, on peut donc se contenter de prouver I'implication : si p(z,z) = 0 alors z = 0.

3. Montrer que @ est définie est rarement trivial et nécessite souvent des justifications. On veillera
donc a prouver 'aspect défini avec la plus grande rigueur.

Exercice d’application 3. Montrer que I'application ¢ : RZxR?> — R

((x17y1)7 (x27y2)) —  T1y1 + T2y2
est un produit scalaire.

—




1. Soit (z,y) € R? x R%. Notons = = (z1,v1) et y = (y1,¥2)-
(Y, ) = Y171 + Yyaz2 = T1y1 + T2y2 = p(T,Y)
donc ¢ est symétrique.
2. Soit (z,2',y) € (R?)3, soit A € R. Notons z = (v1,22), y = (y1,v2) et 2’ = (2}, 25).
oz +Ax',y) = (z1 4+ A2))ys + (2 + Azh)y2 = z101 + Toyz + (@Y1 + 2hy2) = (2, y) + Ap(x',y)

donc z — @(z,y) est linéaire. Or ¢ étant symétrique, y —> @ (z,y) est linéaire.

3. Soit € R? avec z = (z1,x2). p(z,7) = 23 + 23 = 0 > 0 car c’est une somme de réels positives.
De plus,

pr,r)=0e= 2l +ri=0<=ai=0eta5 =012, =0et 19 =0 <= 2 = (0,0).
Donc ¢ est définie positive.
Finalement, ¢ est un produit scalaire sur R2.
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Notation 4. Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est généralement noté {(z,y) (ou (z | y) ou
encore T - y).

'Définition 5. |

Si E est muni d’un produit scalaire (-, -), on dit que (F, (-, -)) est un espace préhilbertien
réel. Si de plus F est de dimension finie, on dit que (E,{-,-)) est un espace euclidien.

1.2. Exemples de référence
Produit scalaire canonique dans R"
Soit n € N*. Si € R™, on notera (z1,...,Z,) ses coordonnées dans R™. Considérons
oy RPxR* — R
n
(,y) — X ziy
i=1
est un produit scalaire sur R™ est appelé produit scalaire canonique.
1. Symétrie. Soit x,y € R™.

n n
(y,x) = Z Yili = Z Ty =<2, Y) .
i=1 i=1

2. Bilinéarité. Soit x,y,z € R™ et A € R.

I
=

{x+ Az,y) (z; + A2)y;

.
Il
_

I

s
Il
-

(ziy: + Aziy;)

n
TiYi + A Z ZilYi

i=1

= (z,y)+ N z,y)

I

<
I
—

ce qui montre que pour tout e € E, {-,e) est linéaire. La bilinéarité s’en déduit par symétrie.
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3. Définie positivité. Soit = € R".
n
(x,z) = Z 22>0
i=1

en tant que somme de termes positifs. Si de plus (z,z) = 0 alors pour tout i € [1,n], 2? = 0

donc z; = 0. Finalement z = 0g. On vient de montrer que I'application est définie positive.

Finalement, (-, -) est un produit scalaire sur R".

Un produit scalaire dans ¢°([a; b],R)

Soit a et b deux réels avec a < b. Dans E = ¢%([a; b],R),
(,>: ExE — R
b
(f.9) = S, f(®)g(t)dt

est un produit scalaire.

1. Symétrie. Soit f,g € E.

b b
ogy = f o(t) () dt = f F(Dg(t)dt = (f.g)

donc ¢+, -) est symétrique.
2. Bilinéarité. Soit f1, fo,9€ F, A € R.

b
it Afarg) = f (1(8) + Ma(£))g(t) dt

a

b
_ f (f1(D)g(t) + Mfa(t)g(t)) dt

a

b b
J fit)g(t) dt + )\J f2(t)g(t)dt  par linéarité de 'intégrale

<f1,g>+>‘<f2ag>

Donc pour tout g € E, f —> {(f, g) est linéaire. Par symétrie, f — (g, f) est linéaire, donc (-, -)
est bilinéaire.

3. Définie positivité. Soit f € F.
b
G0 = s

Or a < b et pour tout t € [a; b], f2(t) = 0 car f est & valeurs réelles. Par positivité de I'intégrale,
{f, f> = 0. De plus, on sait que f? est continue sur le segment [a; b] car f € E donc, si (f, f) =0
alors pour tout ¢ € [a; b], f%(t) =0, donc f = 0.
On vient de montrer que {-, ) est définie positive.

Finalement, ¢, -) est un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite, (F,{:,-)) est un espace préhilbertien réel.

1.3. Norme euclidienne

Y
 Définition 6. ;

Pour z € E, on appelle norme euclidienne de x et on note ||z|| le réel 4/{x, x).
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Définition 7.

Un élément x de E est dit unitaire lorsque |z| = 1.

Exemple 8. e Dans £ = R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base cano-
nique sont tous unitaires.

e Pour tout z € E, si x # 0, mx est unitaire.

Proposition 9.

1. Pour tout x € F, |z| = 0 et ||z =0 <= = = 0p.

2. Pour tout = € E et pour tout réel A, |Az| = |A||z].

Démonstration. 1. Soit x € E. ||z|| = 1/{x,z) = 0. De plus,
|z =0 <= (z,2) =0 <= 2 =0g

car (-, -) est définie positive.
2. Soit z€ E et A€ R.

[Az]” = O, Aa)
= Az, Ax) (linéarité par rapport a la premiere variable)
= M {z,x) (linéarité par rapport a la deuxiéme variable)
A2 ]
En composant par la racine carrée, on obtient |A\x| = |A]|z]. O
,—[Théoréme 10 - Inégalité de Cauchy-Schwarz.} |

Pour z,y € F.
Kz, )l <l < [yl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

\

Démonstration.
Soit x,y € E. Considérons 'application
f: R — R .
2
A — z+ My

Soit A € R.
FO) = a4+ Myl
= (et Mzt Ay
= (xyz+ Ay + Ay, x4+ Ay) (linéarité par rapport & la premiére variable)
= (x,x)y+ Xz, y) + Xy, z) + \2{y,y) (linbarité par rapport a la deuxiéme variable)
[&]* + 27 <z, y) + A2 [y (symétrie)

L’application f est donc une application polynomiale de degré au plus 2. Or pour tout A € R, f(\) =
|z + Ay = 0.
e Siy # 0p, alors |y| # 0 donc f est polynomiale de degré 2. Etant a valeurs positives, son
discriminant 4 (z,y)* — 4| z|? |y|? est négatif ou nul, d’ott {(z,y)* < |z|* |y|*. I s'ensuit, par
croissance de la fonction racine carrée sur Ry ;

[yl < =yl -
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e Siy =0, alors {x,y) = 0 par linéarité. D’autre part |z| |y| = 0, donc 'inégalité est encore vraie.
Il reste a voir le cas d’égalité si y # Op.

e Supposons que {z,yy = |z| x [y|. Alors le discriminant de f est nul ce qui entraine que f admet
une racine double A\g. Ainsi |z + )\Osz =0, puis x + Aoy = Og. Ainsi x et y sont colinéaires.

¢ Réciproquement, supposons que z et y sont colinéaires. Il existe (a, 3) € R?\{(0,0)} tel que
ax + By = 0g. De plus, a # 0 car sinon on aurait Sy = Og ce qui est absurde puisque y # Op
et B #0.
Posons \; = g On a  + My = O, donc f(A1) = 0. Ainsi f est polynomiale de degré 2 et
posseéde une racine, donc son discriminant est positif ou nul. Or on a montré que ce dernier est
négatif, donc le discriminant est nul. Ainsi [{z,y)| = ||z| |ly|- O

Exemple 11. 1. Dans E = R™ avec le produit scalaire canonique, pour (x,y) € E? on a :

n

Z ZiYi

i=1

(Err) <(87)- (29)

En particulier, si y = (1,..., 1), on obtient

<ix>2 <nixf.

i=1

n n
2 2
AOERN
i=1 =1

ou de maniére équivalente

2. Dans E = %%([a; b] ,R) muni du produit scalaire {f, g) = SZ f(t)g(t)dt, on a pour (f,g) € E?,

< \/Jb F2() dt x \/Jb g2(t) dt.

b
j F(B)g(t) d

En particulier pour g : ¢t — 1,

b
< \/(b— a)J £2(1) dt

En particulier, si f est une fonction continue et périodique de période T,

T
<4/%J0 £2(1)dt.

Le lecteur averti reconnaitra la valeur efficace du signal f dans le membre de droite de cette
inégalité et la valeur moyenne dans le membre de gauche.

L ey

T
%fo (1) dt

,—[Proposition 12 - Inégalités triangulaires.} \

Soit (z,y) € E2.
1. Premiére inégalité triangulaire. ||z + y| < |lz| + |y]-
2. Cas d’égalité. |z +y|| = |z| + |yl = Ja =0, z = ay ou Ja = 0, y = ax.

3. Seconde inégalité triangulaire. | [z — |y| | < |z +y|.
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Démonstration.
En développant par bilinéarité et en utilisant la symétrie, on obtient

& +yl* = G+ g,z +y) = (o, 2) + (o y) + <y o) + ) = ol + 24,y + y]*

1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (x,y) < [{z,y)| < |z| |y, ainsi
2 2 2
[z +yl” < 2™ + 2] |y + [yl

i.e. |#+y|> < (J=] + |y[)2. Puisque les normes sont positives et que la fonction racine carrée
est croissante sur R, alors

[z +yll < ]+ ly]
ce qui prouve l'inégalité triangulaire.

2. Il y a égalité si et seulement si [{z,y)| = {z,y) = |z| % |y|. Or on sait que [{z,y)| = |lz| |yl si
et seulement si x et y sont colinéaires, i.e. si et seulement s’il existe o € R tel que = ay ou

Yy = ax.
Dans les deux cas, (x, y) est du signe de a. Or {z, y) = [z, y)| équivalent a {x,y) = 0. Finalement,
|z + yll = |=| + |ly|| si et seulement s'il existe & = 0 tel que x = ay ou y = ax.

3. On remarque que = (z + y) + (—y) donc d’apres la premiere inégalité triangulaire, |z| <
|z 4+ y| + |lyl, ou encore |z| < |z + y|| + |y|. On en déduit

lz|l =yl < =+ vl
De méme, en échangeant les roles de x et y, on obtient
[yl =l < o +yl.-

Puisque | ||| - [y | = max(Je] — ly]. ly] — l2]), on peut conclure. 0

,—[Proposition 13 - Identités remarquables.} \

Soit (z,y) € E2.
L +yl* = la|® +2 ¢,y + |yl
2. o=yl = 2]* — 24z, y) + [y]*.
3. (x+y,x—y)= |z — y)*.
4. Identité de polarisation. (z,y) = |3 (z + y)H2 — 3= - y)H2

\. J

Démonstration.

Pour les trois premieres identités, il suffit d’écrire le membre de gauche a I'aide du produit scalaire et
de développer par bilinéarité, puis d’utiliser la symétrie. L’identité de polarisation s’obtient en faisant
la différence des deux premiere identités remarquables. O

2. Orthogonalité

2.1. Vecteurs orthogonaux

Définition 14.

Soit z,y € E. On dit que x et y sont orthogonaux lorsque {(z,y) = 0. On note alors = | y.
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Exemple 15. 1. Og est orthogonal a tout vecteur de E.
2. Dans R" avec le produit scalaire canonique, posons x = (1,...,1). Les vecteurs

0,...,0), (1,-1,1,-1,...,1,-1,0,...,0), (2,—1,—1,0,...,0)

sont tous orthogonaux a x.

Exercice d’application 16. Dans I'espace E = ¢°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f,g) =

So t) dt, on considere les applications f; : t —> 1, fo : t —> cos(nt) et f3 : t —> sin(nt).
Parml ces trois vecteurs, lesquels sont orthogonaux 7

— On a <f11, fo) = S(l) cos(7rt) dt =0, donc f; L fs.
{fr, f3) = So sin(rt) dt = = ;é 0, donc f1 et f3 ne sont pas orthogonaux.
{fa, f3) = So cos(mt) sin( 7rt So 5 Sé sin(27t) dt = 0 donc f et f3 sont orthogonaux.

Exercice d’application 17. Dans Ry[X], on considére 'application ¢ définie pour tout (P, Q) €
Ro[X]? par
¢(P,Q) = P(-1)Q(—1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1).
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Dans Ry[X] muni du produit scalaire ¢, déterminer Iensemble des vecteurs orthogonaux a
P=1+X+X2

1. @ est clairement symétrie et la bilinéarité est simple & obtenir. Soit P € Ro[X].
@(P,P) = P(=1)>+ P(0)> + P(1)* > 0

en tant que somme de termes positifs. De plus, si ¢(P, P) = 0, alors P(—1) = P(0) = P(1) =0,
donc P est un polyndme de degré au plus 2 qui admet 3 racines : on en déduit que P est nul.
Ainsi ¢ est définie positive. On vient de montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Soit A = ap + alX + a2X2 € RQ[X]
AlP < {(AP)=0
< P(-1)A(-1)+ P(0)A(0)+ P(1)A(1)=0
= (ao—a1 +a2)+a0+3(a0+a1—|—a2) 0
< bag+2a1+4a; =0

Finalement, ’ensemble des polynémes A qui sont orthogonaux a P est

2 4 2 4
—Za1— —as+ a1 X +asX? : (a1,a2) € R?} =Vect [ X — =, X2 —— ).
b) 5 ) 5
Proposition 18.}
Soit x € E. Si x est orthogonal a tout vecteur de E, alors x = 0g.
Démonstration.
x est en particulier orthogonal & lui-méme, d’ott (x,z) = 0 et ainsi x = 0. O

2.2. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

— Définition 19. N

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle orthogonal de F et on note F'* I’ensemble
des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de F :

L={zeFE|VyeF zly}.
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Exemple 20. Avec la Proposition 18, on a E+ = {0g}.

,—[Proposition 21.}

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F' possede une famille génératrice
finie (uq,...,up). Alors pour tout z € E,

reFt —Vie[l,p], z L u,.

\ J

Démonstration.
Le sens direct est évident car les vecteurs u; sont des vecteurs de F'.
Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € [1,p], z L u,. Soit y € F. Puisque (u1, ..., up) est une

P
famille génératrice de f, il existe (A1,...,Ap) € R? tel que y = > A;u;. Alors

i=1
P P P
<xay>: vaAiui :ZAl<xauZ>:Z>\zXO:O
i=1 i=1 i=1
ce qui montre que x L y. Ceci étant vrai pour tout vecteur y € F, alors z € F'-. O

Exercice d’application 22. Dans R"™ muni du produit scalaire canonique, déterminer ’orthogonal
de F = Vect ((1,...,1)).

— Soit z € R™. D’apres la proposition précédente,

xeFL<:>mJ_(1,...,1)<:><x,(1,...,1)>:0<:>Emi:O.
i=1

Ainsi, F+ = {x e R”

i=1
Exercice d’application 23. Dans Ry[X] muni du produit scalaire {(P,Q) = P(-1)Q(-1) +
P(0)Q(0) + P(1)Q(1), déterminer 'orthogonal de F' = Ry[X].

— Soit P € Ry[X]. Il existe (ag, a1,az) € R3 tel que P = ag + a1 X + as X 2. Puisque F = Vect (1, X),
la proposition précédente assure que

Pert {]Ij j ;
(P1y = 0
— {<PX> =0
PO)+P(1) = 0
- { (—)+P(1) = 0
— {3(10—’-20.2 = 0
= 0

Finalement, F+ = Vect (X2 — %)

Exercice d’application 24. Dans E = ¢°([0; 1] ,R) muni du produit scalaire {f, g) = S(l) f(®)g(t)de,
déterminer Porthogonal de F' = Vect (z — 1).

r-»Fiz{feE|<f,xH1>:o}={feE‘ggf(t)dt:o}.

Théoréme 25.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F- est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration.
Ft c E, 0p e Ft. Soit (x,y,\) € (F+)2 x R. Pour tout z € F,

Az +y,2) =2, 2)+ Y, 2) =Ax0+0=0

donc Az +y € F-. Ainsi, F- est un sous-espace vectoriel de E. O
2.3. Familles orthogonales
. - -
~— Définition 26. \
Soit (u1, ..., u,) une famille de vecteurs de E.
e On dit que (uq,...,up) est une famille orthogonale lorsque les vecteurs u; sont deux
a deux orthogonaux :
V(i j) e [Lp]*, i#j=u Lu
e On dit que (u1,...,up) est une famille orthonormale lorsque les vecteurs u; sont
deux & deux orthogonaux et unitaires :
Vi) e Lol Cuuy =17 5§ 27
»J ’ ’ 1y 4j 1 s i= ]
Exemple 27. 1. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique (eq,...,e,) est
une famille orthonormale : soit (7, ) € [[l,n]]Q. Sii+#j,{e,e)=0x04+---4+1x0+---+0x

1+--4+0x0=0.Sii=j,alors {e;e;y =0+ + 02 +12+0%+ -+ 02 =1.

2. Dans ¢°([0; 1], R) muni du produit scalaire {f, g) = Sé f(®)g(t) dt. Considérons les vecteurs

fi:t—1, fa 1 t —> cos(mt), f3 1t — sin(nt).

La famille (fy, f2, f3) n’est pas orthogonale car f; et f3 ne sont pas orthogonaux.

Exercice d’application 28. Dans ¢°([0; 27],R) muni du produit scalaire (f, gy = L Sgw f(t)g(t)de

(& faire : vérifier que cette application est bien un produit scalaire), considérons les vecteurs :
1 .
fiit— 3 fa 1 t —> cos(t), f3 1t —> sin(t).

Montrer que la famille (f1, f2, f3) est orthonormale.

— On a ,
1 T
(fiofo) = ;f cos(t)dt =0
0
1 2m 1 27 . 9
(fasfz) = ,J- cos(t) sin(¢) dt = 7f smé t) dt =0
71T 0, T Jo
<f37f1> - ;J Sln(t) dt =0
0
1 (%™ dt
(fi fr) = ;L 7:1
1 1 (*™ 1+ cos(2t
(fos f2) = ;J cosz(t)dt:;‘[ %dt:l
2 %
L 1 ("™ 1 —cos(2t)
(fs:fs) = ;L sin (t)dt_;fo =1
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Théoréme 29.

Une famille orthogonale ne comprenant pas O est libre. En particulier, une famille ortho-
normale est une famille libre.

Démonstration.

Soit (u1, ..., up) une famille orthogonale de E telle que pour tout i € [1,p], u; # Og.
P

Soit (A1,...,Ap) € RP. Supposons que »; \u; = 0g. Soit k € [1,p].
i=1

1=

p
Z )\ui,uk> = <0E7uk> = OE

i=1
Par ailleurs,
P P )
D iy ) = 7N Cuiyugy = g (g, i) = Ak |
i=1 i=1

car pour ¢ # k, u; L ug donc (u;,upy = 0.
Ainsi, A |ugl|> = 0. Donc Ay = 0 ou |Jug|* = 0, i.e. up = 0. Or u # 0, donc A = 0.

Ceci étant vrai pour tout k € [1,p], on vient de montrer que la famille (u1, ..., up) est libre.

Le cas particulier d’une famille orthonormale s’en déduit puisque les vecteurs d’une telle famille sont
unitaires donc non nuls. O
,—[Théoréme 30 - Théoreme de Pythagore.} |
Soit (u1,...,up) une famille de vecteurs de E. Si la famille (ug,...,u,) est orthogonale,

alors

2

P
2,

i=1

S 2
2 .
i=1

\ J

Démonstration.

p
Notons v = 3 ;. Calculons |v]* :
i=1

P P
o] = (v, vy = Zui,v = Z<ui7v>'
i=1 i=1
Soit ¢ € [1,p]. On a
P P
(ui, vy = <ui7 Z ug )= Z (Ui, up) -
k=1 k=1

Or la famille (uq, ..., u,) est orthogonale, donc pour k # i, (u;, ugy = 0. Ainsi (u;, v) = (ug, uyy = s |-
, . 2 .
En reportant dans l'expression de |v||“, on obtient :

p
2 2
[l = D il

i=1
ce qui prouve le résultat. O

/\ Attention A\ . Le théoreme de Pythagore présenté ici n’est qu'une implication.

3. Espaces euclidiens

Dans cette partie, F/ est un espace euclidien de dimension n non nulle.
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3.1. Bases orthonormales

Définition 31.

Une base de E est dite orthonormale si ¢’est une famille orthonormale.

Exemple 32. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est une base ortho-
normale.

,—(Proposition 33.} \

Une famille orthonormale de n vecteurs de E est une base orthonormale.

~— Théoréme 34. N\
Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormale de E. Soit x,y € E. Notons
T Y1
T2 Y2
X =Matg(z)=] . |, Y =DMatg(y)=
T Yn
Alors :

1. pour tout i € [1,n], x; =<z, e;);

2. {myy =Y wy = XTY;
=1

2 2 2
3. =" = 2 7.
=1

\. J

n
Démonstration. 1. On sait que x = x1e1 + -+ + zpe, = Y. xgeg. Donc, pour tout ¢ € [1,n],
k=1

(woeiy=( Y, apene; )= > apler,e) =
k=1 k=1
car la famille (ey,...,e,) est orthonormale (donc {ex,e;» = 0si k # i et {e;,e;) =1).
2. &yomy = <x’ > yi€i> =Y yilrey=> zy =XTY.
i=1 i=1 i=1

3. |z)? = o2y = XTX = D) 22, O
=1

Exercice d’application 35. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire sur R? tel que la
famille B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une base orthonormale et déterminer I’expression de ce
produit scalaire.

< Analyse. Supposons quun tel produit scalaire existe. Soit x = (z1,z2,23) € R3. Le vecteur = a
pour coordonnées dans la base B : (z; — x2, 22 — 3,23). Ainsi, si y = (y1,v2,¥3) € R?® le produit
scalaire de x et y est donné par :

(@, y) = (21 — 22)(y1 — y2) + (22 — 23)(y2 — y3) + T3Y3.

Synthése. Laissée en exercice (il faut vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire et que la famille B
est bien une base orthonormale pour ce produit scalaire).
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3.2. Existence de bases orthonormales

r—[Théoréme 36 - Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.] N

Soit (eq,...,€ep) une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthogonale
(e1,...,€&p) de E vérifiant :

1. pour tout k € [1,p], Vect (e1,...,ex) = Vect (e1,...,€x);
2. pour tout k € [1, p], {ex,exry = 0.

La famille obtenue est appelée 'orthonormalisée par le procédé de Gram-Schmidt de la
famille (eq,...,ep).

On a tout compris quand on a compris le cas n = 2. On veut transformer une famille libre quelconque
(e1,e2) en une famille orthonormale (g1,e32) avec

€1 62—<€2,51>61

g1 = et eg= """
leal le2 = Cea,e1pen|

La premiere formule normalise e, i.e. le rend unitaire.

La second formule commence par transformer eg et eo — {ea,€1)€1, ce qui consiste a retrancher a e
sa composante suivant €1 qui vaut eeq,£161. Le vecteur ainsi obtenu est orthogonal & 1, mais il ne
peut pas étre unitaire c’est pourquoi on le divise par sa norme.

62—<€2,81>51 e

(e2,e1)¢€1

Démonstration.
Pour tout p € N*, on pose Hj, : «si (e1,...,€ep,) est une famille libre de E, alors il existe une unique
famille orthonormale (e1,...,¢;,) vérifiant 1. et 2. ».
e Soit (e1) une famille libre de E. Alors e; # O donc on peut poser 1 = Hel—lnel. La famille ()
est orthonormale, Vect (e1) = Vect (e1) et {e1,e1) = |e1]| > 0. Donc H; est vraie.
e Soit p e N* tel que H,, soit vraie. Soit (eq,...,ep+1) une famille libre de E.
D’apres H), puisque (eq, ..., ep) est libre, il existe une famille orthonormale (g1, ..., ¢,) telle que
Vect (e1,...,ep) = Vect (€1, ...,€p) et pour tout k € [1,p], {ex,ex) > 0.
Déterminons €,11 en raisonnant par analyse/synthese.
o Analyse. Supposons qu’'un vecteur €41 convenable existe. Alors

Vect (e1,...,epq1) = Vect (e1,...,6pt1)

p+1
donc il existe a1, ...,ap+1 € R tels que gp11 = Y agex.

k=1

P
Or > ager € Vect (e1,...,ep) et on sait que Vect (e1,...,e,) = Vect (e1,...,&p) donc il
k=1
P P
existe A\1,..., A, € R tels que Y] ager, = D) Apek.
k=1 k=1

Finalement, €,11 = aept1 + A1 + -+ 4+ Apegp, ot 'on a noté plus simplement o le réel
ap11. L'intérét de cette écriture est que nous allons pouvoir exploiter I’orthonormalité de
la famille (e1,...,ep+1)-

Soit ¢ € [1,p]. Alors,

p
<€p+17€i> = Oé<€p+1,€i> + Z Ak <5k7<€i> = Oz<6p+1,€¢> + A
k=1
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Or {ept1,€i) =0, donc A\; = —a{ept1,€;). On vient d’obtenir que

n
epr1 = a | epr1— Y (epricie
k=1
Il ne reste plus qu’a déterminer «. Pour cela, calculons {(¢p4+1,&p+1). De méme que précé-
demment, on obtient :

(Ep+1,Ep+1) = al€pt1,Ept1)-

. . 1
Or on sait que |ep41] = 1 et que {ept1,£p+1) > 0, ce qui montre que o = e >0
Finalement, on a obtenu que si €,4; existe, alors
Ept1 = (€py1 — {€pt1,€1)€1 — (€p+1,€2)€2 — ... — (€p+1,Ep)Ep)
ol a est 'unique réel strictement positif tel que |ep41] = 1.
o Synthese. Introduisons le vecteur
api1 = epr1 — D (epr1 ey e
k=1
Vérifions que apy1 est orthogonal a e; pour tout i € [1,p] et que Vect (e1,...,&p,apt1) =
Vect (e1,...,€pt1).
Soit ¢ € [1,p].
<ap+1a5i> = <ep+1a51> 2 <€p+175k><5k751>

= {ep+1,6i) — <ep+175 )

= 0
car la famille (eq,...,¢p) est orthonormale, donc {(eg, ;> = 0si k # ¢ et {g;,g;) = 1. Ainsi
ap4+1 est orthogonal & tous les ¢;, ¢ € [1, p].
Par ailleurs, remarquons que ap41 # Op car sinon epy1 € Vect(eq,...,&p). Or on sait
que Vect (£1,...,65) = Vect(e1,...,e,) (par hypothése de récurrence), ainsi on aurait
ep+1 € Vect (eq,. .., e,) ce qui est absurde puisque la famille (eq, ..., e,11) est libre.
Ainsi ap41 # 0g. On peut donc introduire €41 = e 1+1H apt1 (cf. phase d’analyse) : ep41
est alors unitaire et orthogonal & tous les €; pour i € [1, p]. Puisque la famille (e1,...,¢&p)
est orthonormale, alors c’est également le cas de la famille (e1,...,ep41).
Vérifions que Vect (e1,...,epr1) = Vect (e1,...,p11). Puisque, via Hy, Vect (eq,...,e,) =
Vect (€1,...,6p) et epry = Ton Tt il nous suffit de vérifier que e,11 € Vect (1, ...,&p, Gpt1)
et que ap41 € Vect (e1,...,ept1). Or

P
pp1 = epr1 — . epp1,Enyer € Vect (€1,...,&p, €pi1)

k=1
donc apy1 € Vect (e1, .. ., €p, €pt1) puisque Vect (e1,...,e,) = Vect (¢1,...,¢p). Par ailleurs,

P

€pt1 = Qpt1 + Z (ep+1,€ryer € Vect (€1,...,6p, apt1) ,

k=1

On en déduit alors que Vect (e1,...,ept1) = Vect (€1,...,€pt1)-

Il ne reste plus qu’a vérifier que {ept1,ep4+1) > 0. On a:

/4
(eprrepry = (app1+ . (epr1,€r) e, Epi1
k=1

(aps1,€p41) + Z (€p+1,€k) €k, Ep+1)
k=1
= {ap+1,Ep+1) (€1,...,€p+1) est orthonormale

= Japl

d’ou <€p+175p+1> > 0.
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On vient de montrer que H,4, est vraie.

Finalement, le principe de récurrence assure que H, est vraie pour tout p € N* (I'assertion n’est
intéressante que pour p # n car il n’existe pas de familles libres contenant strictement plus de n
vecteurs). O

SOOOOVOOVOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 37. Cette démonstration est constructive et donne un algorithme de calcul

des vecteurs e1,...,¢&p :
1 .
1. on pose €1 = Te€1s
k—1
2. pour k € [2,p], on calcule ar = e, — Y. {ek, ;) e; puis on pose le vecteur normalisé e, =
i=1

Exercice d’application 38. Dans R?® muni du produit scalaire canonique, considérons les vecteurs

1

ay,.
Tax] ©F

er=(1,0,1), ey =(1,1,1), e3=(—1,1,0).

La famille (eq, e2, e3) (la vérification est laissée en exercice). Appliquer le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt a cette famille.

—>

1. On calcule |le;]* =12+ 12 + 02 = 2. On pose donc &, = %(1,0, 1).

2. Soit ay = es —{eq,e1y¢e;. Calculons ses coordonnées :

1 1
es,61)=—=<(eg,e1)=—(1+0+1 =2
(e2,€1) \/5< 2,€1) \@( )
Ainsi ag = eg — 4/26] = e9 — €1 = (0,1,0). De plus, ce vecteur est unitaire. On pose donc
82:(071,0).
3. Soit ag = e3 —{e3,e1ye1 —{e3,e2ye2. On a :
{ > 1(1+0+0) L ( »=0+1+0=1
e3, 1) = —(— =—— e €3,80) = =1.
35 €1 NG NG 35 €2
Ainsi a3 = eg — %51 — g9 = 1(—1,0,1). Alors |as] = ? On pose donc 3 = %(—1,0,1).

Finalement, (g1, €2, e3) est une famille orthonormale de R?, donc une base orthonormale de R3.

Exercice d’application 39. Dans Ry[X] muni du produit scalaire {(P,Q) = P(-1)Q(-1) +
P(0)Q(0) + P(1)Q(1), orthonormaliser la base canonique (1, X, X?).

SN
1. Ona 1) =1+1+1= 3. Posons E; = %
2. Posons Ay = X — (X, FE1) E;.

(X, B =—Ei(-1)+ Ei(1) =0
Ainsi Ay = X. Or |Ag|* = (=1)2 4+ 02 4+ 12 = 2. On pose donc Ey = %X.
3. Posons A3 = X2 - <X2,E1>E1 — <X27E2>E2.

2
(X? E1)=FE(-1)+E(1) = 7 et (X% Ey)=Fy(—1)+ Ey(1) = 0.
Ainsi A3 = X?— 2. Or |As]?* = $+3+4=2 Onposedonc E = @(X2 -2
Finalement la famille (E7, s, E5) est une famille orthonormale de Ry[X] (c’est méme une base ortho-
normale puisqu’elle comporte 3 = dim(Ry[X]) vecteurs).

Exercice d’application 40. Dans ¢°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f,g) = Sé f(®)g(t)de,
considérons les vecteurs
fit—1, g:t—t, h:t—st2,
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La famille (f, g, h) est libre (vérification laissée en exercice). Appliquer le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt a cette famille.

N
1. HfH2 = Sé 12dt = 1. On pose donc €, : t —> 1.

2. Posons ay = g —{g,€1)¢€1.

! 1
{g,e1) = J tdt = .
O 2

Ainsi, ay = g — 1. De plus,

2
! 1\* (t—3)° 1
2 = _ - = 4———247 = —
o [ {a) e [557

On pose donc £5 = 24/3(g — %61), Q.e. g9t — £/3(2t — 1).

3. Posons az = h — (h,e1ye; —(h,e3)ez. Calculons :

! 1 ! 1
<h,51>:f t2dt = = et <h,52>:2\/§f t2 (t—) dtzﬁ.
0 3 0 2 6

Ainsi a3 = h — 161 — @52 c’est-a-dire ag : t —> 2 — % —(t— %) On a alors

6
1 2
1 1
2 2
= t*—t+ - | dt=-—.
Ha3H J; ( _F Ei) 180

On pose donc e3 = 6+/5ag, donc €3 : t — /5(6t> — 6t + 1).

La famille (g1,€2,€3) est alors une famille orthonormale.

QOOOOOVOOOOOVVOOOOOVOOOOOOVOOOOVVOOOOOOVOOOOVVO VOOV V OO OOV OOOOOVV OO OOV O VOOV O OO OOV OOOOOVOOOOOOVOOOOOOOOOOO0

Corollaire 41.

Tout espace euclidien posséde une base orthonormale.

Démonstration.
Un espace euclidien est de dimension finie, donc il posséde une base. Le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt appliqué a 'une des bases fournit alors une base orthonormale. O

Corollaire 42.

Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonormale.

Démonstration.

Une famille (e1,...,e,) de E est en particulier une famille libre, qui peut donc étre complétée en une
base de E (théoréme de la base incompléte) : (e1,...,€p, €pt1,--.,€n). Le procédé d’orthonormalisa-
tion de Gram-Schmidt fournit alors une base orthonormale de F/, dont les p premiers vecteurs sont les
vecteurs ey, ..., e, de notre famille orthonormale de départ. O

4. Projection orthogonale sur un espace de dimension finie

Dans cette partie, F est un espace préhilbertien et V' est un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie non nulle.
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4.1. Projeté orthogonal

. .
Définition 43. }

Soit = € E. 1l existe un unique vecteur de V', note py (), tel que z — py(z) € V+. py () est
appelé projeté orthogonal de = sur V.

Démonstration. e Analyse. Supposons qu'il existe y € V tel que z —y € V. Puisque V est un
sous-espace de E, on peut le munir du produit scalaire de E. De plus, V est de dimension finie,

donc c’est un espace euclidien. Il s’ensuit que V' posséde une base orthonormale (e1,...,ep).
Alors :

p
oyeVdoncy= > {y,ere.
i=1
o x—ye VL donc pourie [l,p], {x —y,e;) =0, puis {y,e;> = {(x, ;)

P
Ainsi, y = Y] (x,e;ye; ce qui prouve 'unicité d’un tel vecteur s’il existe.
i=1

P
o Synthése. Posons y = . {(z,¢e;)e;. Alors y € V. Vérifions que x —y € V*.
i=1
Puisque V = Vect (e1, ..., e,), vérifier que z —y € V+ équivaut a vérifier que pour tout k € [1, p],
x—y L eg. Soit ke [1,p].

<$ - Y ek> = <:E7 6k> - <y’ ek> = <x7 6k> - Z <l‘, 6i><61‘, 6k> = <93, ek> - <$, ek>

i=1
car (eq,...,e,) est orthonormale. Ainsi (x — y, e;) = 0 et 'on vient de montrer que z —y € V=+.

Finalement, on a montré qu’il existe un unique vecteur y € V tel que x —y € V=*. O

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 44. Pour déterminer le projeté orthogonal d’un vecteur a sur un sous-espace
vectoriel de dimension finie V, il y a deux méthodes.

P
1. On détermine une base orthonormale (e1,...,e,) de V'; alors py (a) = 3 {a, ek e (cf. démons-
k=1
tration précédente).
2. On utilise py(a) € V et a — py(a) e V*.

Exercice d’application 45. Dans R? muni du produit scalaire canonique, posons V' = Vect ((1, 1, 1)).
Soit a = (z,y, z). Déterminer py (a).

—>

1. Une base orthonormale de V est v; = %(1, 1,1). Ainsi,

pv(a) =<a,v)v1 = <

r+yt+z x+y+z r+y+z
3 ’ 3 ’ 3 '

2. Puisque py(a) € V, il existe A € R tel que py(a) = A(1,1,1). De plus, a — py(a) € V+ donc
a—py(a) L (1,1,1). Ainsiz —A+y—A+z—A=0dou A= %, et on retrouve le résultat
obtenu avec la méthode 1.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

Exercice d’application 46. Dans R? muni du produit scalaire canonique, on consideére le sous-
espace vectoriel V = Vect ((1,1,1),(1,0,1)). Soit a = (z,y, z). Déterminer py (a).

— py(a) € V donc il existe A\, u € R tel que py(a) = A(1,1,1) + u(1,0,1) = (A 4+ p, A, A+ p).
De plus, a — py(a) € V*, donc a — py(a) L(1,1,1) et a — py(a) L(1,0,1). Ainsi

T—A—p+y—A+z=-A—pu = 0 A=y
{ rT—A—p+z—-A—pu = 0 donc A+ p i
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Ttz Ttz ) .

Finalement, py (a) = ( 2 Y2

Exercice d’application 47. Dans °([0; 1],R) muni du produit scalaire {f,g) = Sé F(t)g(t)dt,
considérons V' = Vect (t — 1,t + t). Déterminer le projeté orthogonal sur V de h : t —> t2.

<> py(h) est caractérisé par py(h) € V et h — py(h) € V1. Ainsi, il existe \, u € R tels que py (h) =
Af + pg et b —py(h) est orthogonal & f et & g. Ainsi,

1
0=<h—mAMJ>=J(R—A—myu:l_A_H7
0 3 2
et
! 3 2 /\ M
0=Ch—py(h),g)= | (=M —pt)dt =7 -2 -2
0

Donc X\ et p sont les solutions du systéeme

{ Al =
A _
7t§ =

On obtient alors A = —% et p = 1. Ainsi, le projeté orthogonal de h sur V est :

LN

1
pv(h):t'—nf—é.
Remarque 48. Dans le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, si (e, . . ., €,) est une famille
libre de E et (e1,...,€p) est son orthonormalisée de Gram-Schmidt, on a déterminé les expressions
des ¢ en fonction des e; :
1 1 k—1
e1=——e et Vke[2,n], e = ——ax ol ap = e} — Z {ex,€i)Ei-
lex ] x| =
On remarque alors que ay, = e, — pp,_, (ex), ot Fr_1 = Vect (eq,...,ex_1) = Vect (e1,...,5-1)-
4.2. Supplémentaire orthogonal
,—[Proposition 49.} <
On a
VeVt=E.

On dit que V= est le supplémentaire orthogonal de V dans E.

\. J

Démonstration. e Soit v € E. On a z = py(x) +x — py(x), avec py(z) € V et x — py(x) € V1, ce
qui qui montre que £ c V 4+ V1.
Or V4Vt c E,donc E =V + V* par double inclusion.

e Soit z € V. Alors

z 1 x .
—— ——
evi ev

Donc (x,z) = 0, puis z = 0g. Ainsi V n V+ < {03}. L’autre inclusion étant toujours vraie, on
obtient V n V4 = {0g}.

Finalement, V ® V+ = E. [

On déduit immédiatement les résultats suivants.
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Corollaire 50.

py est la projection sur V parallelement a V*.

Corollaire 51.

Soit E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

dim(F*) = dim(E) — dim(F).

4.3. Distance a un sous-espace

Théoréme 52 - Inégalité de Bessel.]

Soit x € E.
Ipv (@) < =]

Démonstration.
On a x — py(z) L py(x) donc, d’apres le théoréme de Pythagore,

2:‘ 2

2
|z —pv (@) +pv(@)]" =z —pv(@)|" + [pv ()]
puis |z|* = |pv (2)|*. La racine carrée étant une application croissante sur R,

[z = lpv ()]

— Théoréme 53. N

Soit x € E. py(x) est Punique vecteur de V vérifiant

|z = py ()| = min |z — y] .
yeV

\. J

Démonstration.

Vérification de ’égalité. Soit y € V. Montrons que |z — py (z)|| < |z — y||.

On az — py(x) e V1 et y € V, ainsi que py(x) € V. Donc = — py(z) L py(x) —y. Le théoréme de
Pythagore fournit alors :

e —pv (@) +pv (@) = yl* = & = pv (@) + |pv(z) - y/*

d’ou
2 2
|z —yl” = [z —pv(z)]”.
<

Les normes étant des réels positifs, on a donc |z — py(x)| < |x — y|. Ceci étant vrai pour tout y € V
et comme py (x) € V, on en déduit ||z — py(z)| = mi‘rfl |z —yl.
yE

Unicité. Montrons maintenant que py () est 'unique vecteur de V' ayant cette propriété. Soit yo € V
vérifiant ||z — yo| = min | — y||. Montrons que yo = pv (z).
ye
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On sait que yo,py (x) € V donc |z — yo|| < ||z — pv(x)| (par définition de yo et puisque py (z) € V') et
[z —pv(x)|| < |z —yo| (par la propriété démontrée avant sur py (z) et puisque yo € V). Par double
inégalité,

|z = pv(@)| = |z — ol
Or

z—yo=z—pv(z)+pv(z)—yo.
—_— —]
ev+e 5%

Puisque = — py (z) L pv(z) — yo, le théoréme de Pythagore assure que

2 2 2
|z =wol” = llz = pv (@)[” + pv (=) — yol”-

Or ||z — yo| = |z — pv(x)||, donc |pv (x) — yo| = 0 puis yo = pv(x) ce qui prouve 'unicité. O

— Définition 54. .
On appelle distance de z & V et on note d(z, V) le réel :
d(z, V) =min |z —y| .
yev

On a donc
d(z,V) = |z —pv(2)].

\. J

Exemple 55. Dans R® muni du produit scalaire canonique, reprenons V = Vect ((1,1,1)) et a =
(x,y,2). On a vu précédemment que py (a) = #(1, 1,1). Alors :

2 —y—2\> —r+2y—z\° —r—y+22\°
e (4 (Y (g

Exemple 56. On reprend I'Exercice d’application 47. La distance de h : t — t? au sous-espace V
engendré par les fonctions f : ¢t —— 1 et g;t —> t est

d(h,V)? = |h—py(h)|* = L (h(t) = pv(h)(t))? dt = L (tz —t+ é) di = 361>< 5

Finalement, d(h,V) = ﬁ.

Exercice d’application 57. Dans R? muni du produit scalaire canonique, fixons (a,b) # (0, 0) et
D ={(z,y) e R?| ax + by = 0} .

Soit u = (x0,yo). Calculer d(u, D).

< Notons p la projection orthogonale sur D et ¢ la projection orthogonale sur D+. Remarquons que
p+ q=1dg, dot ¢ = Idg — p. Par conséquent, u — p(u) = q(u). Puisque d(u, D) = |u — p(u)], alors
d(u, D) = ||q(u)|. Déterminons donc q(u).

Pour tout (z,y) € D, ax + by = 0, ce qui montre que (a,b) € D+. En particulier, D+ # {(0,0)}. De
plus, (=b,a) € D donc D # {(0,0)}. Or dim(D) = dim(D*) = dim(R?2) = 2 donc on a nécessairement
dim(D) = dim(D1) = 1. Alors (ﬁ(a, b)) est une base orthonormale de D+, d’ou

axo + byo

1 1
q(u) = <u7 m(a,b)> X W(a,b) = W(a,b).

Finalement,
_ lazo + byol

d(u,D) = N
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