Equations différentielles linéaires de
degré 2 a coefficients constants

1 Présentation

Y
~— Définition 1. N

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants (nor-
malisée) sur I toute équation du type :

Vtel, y"(t) + ay'(t) + by(t) = c(t), (E)

ol a et b sont deux éléments (« constantes ») de K, ¢ est une fonction définie et continue
sur I a valeurs dans K, et y est une fonction inconnue définie et deux fois dérivable sur I,
a valeurs dans K.
On appelle solution de (E) sur I toute fonction f € F(I,K) deux fois dérivable sur I et
telle que

Vtel, 7"(t) +af' (t) + bf(t) = c(t).

La courbe représentative d’une solution est appelée courbe intégrale de (E).

L’équation différentielle (E) est dite homogeéne si ¢ est la fonction nulle.

On appelle équation homogeéne associée a (E) (ou équation sans second membre) 1’équa-
tion homogene définie par :

Vtel, y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0, (H)

Dans la pratique, on écrit (E) sous la forme :
y' +ay’ + by = c(t), (E)
en n’écrivant pas la variable de I'inconnue y.

Pour toute la suite, on se fixe (a,b) € K2, c € F(R,K) (on ne travaillera qu'avec des fonctions définies
sur R entier) une fonction continue.

2 Ensemble des solutions d’une équation linéaire d’ordre 2

(. - - -
 Définition 2.
L’équation caractéristique de (H) est I’équation d’inconnue r € K,

> +ar+b=0.
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,—[Proposition 3 - Solutions de I’équation homogeéne - cas complexe.} \

On suppose ici que K = C, et on note A le discriminant de 1’équation caractéristique de
(H).
e Si A # 0, équation caractéristique a deux solutions complexes distinctes r; et rs.
L’ensemble des solutions de (H) est alors :

R — C
{ t —_— )\e’l‘lt + MeTZt : (>\7:u’) € Cz} N

e Si A =0, I’équation caractéristique a une seule solution complexe ry. L’ensemble des
solutions de (H) est alors :

R > C . (A, p) € C?
t — (A pt)erot T VHH :
Démonstration.
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Exercice d’application 4. Déterminer les solutions a valeurs complexes de

y" 4+ (1+2i)y' + (i — 1)y = 0.

s
,—[Proposition 5 - Solutions de I’équation homogeéne - cas réel.} \
On suppose ici que K = R, et on note A le discriminant de ’équation caractéristique de

(H).

e Si A > 0, 'équation caractéristique posseéde deux solutions distinctes 1 et ro réelles.

L’ensemble des solutions de (H) est alors :
R —> R 2
{ t s Aemt 4 perst (A eR }

e Si A = 0, I'équation caractéristique a une seule solution réelle ry. L’ensemble des

solutions de (H) est alors :
R —_— R 2
{ b (et AW ER }

e Si A < 0, 'équation caractéristique possede deux solutions, qui sont des nombres
complexes conjugués de la forme a + i et o — i3, ou («, 3) € R?. L’ensemble des
solutions de (H) est alors :

R —> R 2
{ t — e (Acos(ft) + usin(Bt)) (A p) e R }
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Démonstration.

Exercice d’application 6. Déterminer les solutions a valeurs réelles de

y" + 2y + 5y = 0.

Remarque 7. Toute expression de la forme A cos(x)+ psin(z) peut s’écrire sous la forme R cos(x+ )
ou Rsin(z + ). Par conséquent, lorsque A < 0, on peut aussi affirmer que I’ensemble des solutions
réelles de I’équation différentielle homogene (H) est

{R—>R

t — ReatCOS(ﬁt—i—@) :(R’¢)€R+XR}.

C’est cette forme qui est couramment utilisée en physique.

,—[Proposition 8 - Solutions de I’équation générale.} \

Notons Sy l'ensemble des solutions homogenes. Si f, est une solution de (E) (on parle
parfois de solution particuliére), alors I’ensemble des solutions de (E) est :

{h+f,: heSy}.

Alinsi, si un connait une solution particuliére de (E), on peut obtenir toutes les solutions de
(E) en lui ajoutant les solutions de 1’équation homogene (H).

\.

Démonstration.
La démonstration est similaire a celle pour les équations différentielles du premier ordre. O
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3 Recherche de solutions dans quelques cas particuliers

Comme pour les équations d’ordre 1, on commence par chercher des solutions évidentes. Sinon, on se
trouvera dans I'un des deux cas suivants.

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO VOOV OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0
Remarque technique 9. Si ¢ est une fonction polynomiale de degré d, on recherche une solution
particuliere sous la forme f, : t — R(t), ol R est une fonction polynomiale de degré :

d si b#0
d+1 si a#0etb=0
d+2 si a=0etb=0

Exercice d’application 10. Résoudre sur R I'équation y” — 2y’ + 2y = 2t2.

—

QOOOOOOOOOOOOVOOOOOVOOOOOOVOOOOOOOOOOOOV OO OOV O VOOV O OO OOV OO OOV V OO OOV OOOOOVO OO OOV OOOOOVO VOOV OOOOOOOOOOO0

QOOOOVOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOVOOVOOOVOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 11. Soit (B, k) € K2. On suppose ici que ¢ : t —> BeFt. On cherche alors
une solution particuliere f, sous la forme

kt

o fp:t— ae™, ouacekK,sikn’est pas solution de I’équation caractéristique.

o frit— ateft ot a € K, si k est 'une des deux solutions distinctes de I’équation caractéristique
(on dit que k est une racine simple de ’équation).

o fpit— at?e¥t ot a € K, si k est 'unique racine (double) de I’équation caractéristique.

Exercice d’application 12. Résoudre I’équation différentielle y" — 2y’ + 2y = 10e3*.

—>
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QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

,—[Proposition 13.} N

Soit f € F(R, C) une fonction deux fois dérivable qui vérifie (E). Alors :

{ (Re(f))" +a- (Re(f)) +b-(Re(f)) = Re(c(t))

@m(f)" +a-(Om(f)) +b- Om(f)) = TIm(c(t))

Démonstration.

On compose par Re (resp. Im), et on utilise que Re(f@) = Re(f)@ (resp. Im(fW) = Im(f)@)
pour i € [1,2]. O

OOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Remarque technique 14. On suppose que ¢ : t —> Bcos(wt) (resp. ¢ : t —> Bsin(wt)), ol
(B,w) € R?, et (a,b) e R%

On commence par chercher une solution particuliere g, de ’équation différentielle sur C :

2+ az + bz = Be™?.

en utilisant la remarque technique précédente. La fonction Re(g,) (resp. Im(gp)) est alors solution de
léquation différentielle y” + ay’ + by = B cos(wt) (resp. y” + ay’ + by = Bsin(wt)).

Exercice d’application 15. Résoudre ’équation différentielle y” — 2y’ + 2y = 10 cos(2t).

—>

QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOVOVOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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Remarque 16. La méme astuce peut servir pour d’autres types de second membre. Si ¢ : t —>
BePt cos(wt 4 @) (resp. ¢ : t —> BeFtsin(wt + ¢)), ou (B, k,w,¢) € R*, on utilise la méme astuce qui
est de « passer aux complexes » et on commence par trouver une solution particuliere g, de I’équation

2"+ az' + bz = Bebtiwtte),

4 Principe de superposition des solutions

,—[Proposition 17 - Principe de superposition des solutions.} \

Soit (A1, A2) € K2 et ¢y, ¢y deux fonctions définies sur I & valeurs dans K, continues. On

pose (E1): y'4+ay +by = ¢ .

(E2): y'"+ay +by = c
Si ;1 est une solution de (E7) et @9 est une solution de (Es), alors A\j¢1 + Ao est solution
de :

y” + ay' +bv = A1€1 + Aaca.

\ J

Démonstration.
Similaire & celle de la Proposition 17. O

Exercice d’application 18. Résoudre 'équation différentielle y” — 2y’ +2y = 2t2+10e3 +10 cos(2t).

—

5 Probleme de Cauchy

Théoréme 19 - Probléme de Cauchy.}

Soit (to,yo0,y1) € I x K. Il existe une unique solution ¢ de (E) telle que ¢(tg) = yo et

/ —
¢'(to) = 1.
Démonstration.
Admis. O
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