Trigonométrie

1 Présentation

Soit (0;OA ,OB’) un repére orthonormé direct
du plan. Soit M un point du cercle C de centre
O et de rayon 1. On construit les points H et K,
projections orthogonales respectives de M sur les
droites (OA) et (OB), et le point L intersection,
si elle existe, de la droite (OM) et de la perpen-
diculaire & (OA) passant par A.

On oriente la droite (OMeMOB), (OL)) par
les vecteurs OA (resp. OB, OL).

Si a désigne une mesure de l'angle de vecteurs

<O—A>, OM >, on sait que :

sin «

= AL

cosae = OH, sina=0K, tana=
cos «

la tangente de a étant définie si et seulement si
L existe, i.e. si le point M n’est pas sur la droite
(OB), i.e. si a # § + km, pour tout k € Z.

2 Formulaire de trigonométrie

Proposition 1.

Pour tout « réel,
cos?(a) + sin?(a) = 1.

Démonstration.
En reprenant les notations du paragraphe 1, on a OM? = 1, d’ot le résultat. O

,—[Proposition 2 - Angles remarquables.}
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~ Proposition 3.

Soit o € R.
cos(—a) = cos(a)

s

cos (3 — a) =sin(a

)

cos (5 +a) = —sin(a)
cos(m — ) = — cos()
cos(m + o) = — cos(a)

sin(—a) = —sin(«)
sin (3 — a) = cos(a)
sin (3 + a) = cos(a)
sin(m — o) = sin(«

) )
sin(m + a) = —sin(«a)

On peut rapidement retrouver ces égalités en dessinant un cercle trigonométrique :

sin(a)

sin(§ — «a)

o 3
o z-a :
cof(g —a)
e — a) [sin(a) /;
K e
cos(m — a) O cos(a)
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,—[Proposition 4 - Formules d’addition. )

Soit (z,y) € R2.

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

tan(x) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)

Si de plus, z, y, x + y et * — y ne sont pas des éléments de {7/2 + k7 :

sin(z — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x)
cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)
k € Z}, alors :

_ tan(z) — tan(y)
tan(z —y) = 1 + tan(z) tan(y)

\

Démonstration.
Ces formules sont immédiates en utilisant les nombres complexes. Par exemple,

sin(z +y) = Im(e@TY)) = Im(e™e™) = Im (cos x cosy — sinx siny + i(cos xsiny + cosysinz) .

Cette proposition permet par ailleurs de démontrer facilement la Proposition 3. ]

En prenant en compte la ligne 1 de la Proposition 3, seule la premiere colonne de formules est a
mémoriser, la seconde s’en déduisant immédiatement.

Les Propositions 1 et 4 fournissent par ailleurs les formules suivantes, qui sont trés souvent utiles et
donc a connaitre par coeur :

,—[Corollaire 5 - Formules de duplication.} \
Soit z € R. ) )
—t
cos(2x) = cos?(z) — sin’(x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin®(z) = LHQ@)
1+ tan®(z)
2 tan(x)
in(2x) = 2si = —5—
sin(2x) sin(z) cos(z) T+ tan?(2)
Si de plus, = n’est pas un élément de {w/4+ kn/2, 7/2+ kn : k € Z}, alors :
2t
tan(2z) = L(Qx)
1 — tan®(z)

Exercice d’application 6. Déterminer la valeur du réel positif cos(7/8).

<> On a cos(m/4) = cos(27/8) = 2cos?(r/8) — 1, d’ott cos?(n/8) = (v/2+2)/4. Puisque cos(7/8) = 0,
N

on obtient cos(mw/8) =

— Corollaire 7.

Soit z € R. On suppose que x n’est pas un élément de {m + 2kw : k€ Z} et on pose
t = tan(3).
1—¢2 2t 2t
cos(r) = T sin(x) = T5e tan(x) = T
Démonstration.

Les formules proviennent directement du Corollaire 5. O
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,—[Proposition 8 - Somme et différence de deux cosinus, de deux sinus.)—

Soit (z,y) € R2.
cos(x) + cos(y) = 2 cos (I ; y) cos <x ; y) cos(z)—cos(y) = —2sin (:r _2|— y) sin (gc ; y)

sin(z) + sin(y) = 2sin (x ;— y> cos <x ; y) sin(z) — sin(y) = 2 cos (x—;y) sin <m g y)

\. J

Démonstration.
Ces formules se retrouvent rapidement avec 'astuce développée dans le chapitre sur les complexes,
concernant la somme ou la différence de deux exponentielles complexes.

T—Y a+
yezziy

e cos(x) + cos(y) = Re(e® + ) = Re (2 cos

:%e<2cosx;y (cosz;y+isin$;y>> :2cosz*ycos$+y.

2 2

Y en reprenant le calcul précédent.

e sin(x) +sin(y) = Im(e™ + ") = 2 cos sin =

r—y
2

e Les autres formules sont laissées en exercice. O

r—[Corollaire 9 - Produit de sinus et de cosinus.] \

Soit (z,y) € R2.

cos(x) cos(y) = = (cos(x — y) + cos(z + y))

YIS

sin(z) sin(y) = = (cos(x — y) — cos(z + y))

sin(x) cos(y) = = (sin(z — y) +sin(z +y))

N = N

\. J

Démonstration.

Ces formules se retrouvent rapidement par combinaison linéaire des formules de base ou en utilisant
la formule d’Euler pour linéariser ’expression manipulée.

(eix + e—ix)(ez’y + e—iy) oi(z+y) + o~ i(z+y) + eilz=y) + e—ilz—y)

) 4 B 4

= 5 (cos(r +y) + cos(x — y)

e cos(z)cos(y) =

e Les autres points se montrent de la méme maniere. O
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