Savez-vous faire ?

Le principe de récurrence

Vous devez savoir mener des raisonnements par récurrence (simple, double, triple ou forte), et les rédiger précisément.

SVF 1. On consideére la suite u définie par la donnée de son premier terme ug = —4 et par la relation de récurrence
VneN, wupy1 =5bdu, —4.

Montrer que pour tout entier naturel n,
uy, = —5"T 4+ 1.

SVF 2. On considére la suite w définie par la donnée de ses premiers termes ug = 3, u; = 5, et par la relation de
récurrence
VneN, upio=unt1 + 12u,.

Montrer que pour tout entier naturel n,
Up =2 X 4" + (=3)™.

SVF 3. Soit a € [-1; 1]. On consideére la suite (uy)nen définie par la donnée de son premier terme ug = a et par la
relation de récurrence :
VneN, upy = ui —1.

Montrer que pour tout n € N*, u, € [—-1; 0].

SVF 4. On consideére la suite u définie par son premier terme u; = % et par la relation de récurrence

1

VYneN*, wpiq =ty +——.
+ (n+1)(n+2)

Trouver une formule exprimant le terme général u,, en fonction de n € N, puis la démontrer par récurrence.

SVF 5. On considére la suite u définie par la donnée de ses premiers termes ug = 1, u; = 1 et par la relation de
récurrence :
VneN, Upio = Ung1+ Unp.

Montrer que, pour tout n € N*, u, < (3).

SVF 6. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

Ly n—+2
227:2_ om :
k=1

SVF 7. Notons f la fonction définie sur R* par f(z) = 1. Calculer f’, f” (la dérivée seconde de f’), @) (lire
« dérivée troisieme de f » : c’est la la dérivée de f”) et f*) (lire « dérivée quatrieme de f » : c’est la dérivée de f(3)).
Trouver une conjecture exprimant la dérivée n-ieme de f, notée f(™), en fonction de n € N (on convient que £ = f).
Démontrer ce résultat.

SVF 8. Soit a € N. Montrer que :

Vn e N*, Zk(k-i-l)-'-(k—i—a):n(n—’_l)"'(g"_a"’l).
k=1 a +
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 1

Pour tout entier naturel n, on introduit 'hypothese H,, : « u, = —5"T1 4+ 1 ».
L’assertion Hy est vraie car ug = —4 et =591 41 = —4.
Soit n € N tel que H,, soit vraie. On a

Upyr = DUy —4=5(=5"T1 +1) —4=-5""2 45 _4=_5""2 11

Par conséquent, I’assertion H,, 1 est vraie.
Finalement, le principe de récurrence permet de conclure : H,, est vraie pour tout entier naturel n.

Eléments de correction - SVF 2

Ici, pour calculer un terme de la suite, on a besoin des deux termes précédents. Il faut donc mener une récurrence
double.

Pour tout entier naturel n, on introduit 'hypothése H,, : « u, = 2 x 4™ + (=3)" ».

On vérifie que les assertions Hy et Hy sont vraies (& faire).

Soit n € N tel que H,, et H, 1 soient vraies. On sait alors que u, = 2 x 4™+ (—=3)" et que u, 1 = 2 x 47T 4 (=3)"+1,
Or Upyo = Upt1 + 12u,, donc

Upya = 2 x 4714 (=3)"F 44 x 3(2 x 4™ + (=3)")

2 x 4" (1 4+ 3) + (=3)"TH(1 — 4)
2 x 42 4 (=3)n+2,

Donc H,, o est vraie.
Finalement, le principe de récurrence assure que ’assertion H,, est vraie pour tout entier naturel n.

Eléments de correction - SVF 3

1l faut faire attention ici : l'initialisation est a faire au rang 1.

Pour tout n € N*, posons H,, : « u, € [—1; 0] ».

Puisque ug € [—1; 1], u2 € [0; 1], puis u; € [-1; 0], donc H; est vraie.

Soit n € N tel que H,, soit vraie. En raisonnant comme pour l'initialisation, on a : u, € [~1; 1], donc u2 € [0; 1] puis
Un+1 € [—1; 0], donc H,, 41 est vraie.

Le raisonnement par récurrence permet de conclure : H,, est vraie pour tout n € N*.

Eléments de correction - SVF 4

Calculons les premiers termes de cette suite afin de conjecturer une formule pour I'expression de son terme général.
On a:

1 1 1 2 2 1 3
Moy mTytETy WT3Tn Ty
On conjecture donc que, pour tout entier naturel n,
_n
Uy = S

On démontre ensuite cette assertion par une récurrence simple.

Eléments de correction - SVF 5

Pour tout entier naturel n non nul, on introduit H, : « up < (%)" ».
H, et H, sont vraies car d’une part u; = 1 et (g)1 > 1, puis d’autre part us = ug + u; = 2 et (%)2 > 2.

Soit n € N* tel que H,, et H,; soient vraies. On sait alors que u, < (%)” et uptg < (%)"“. Or Upyo = Uny1 + Unp,

e ()
HEONONCHRIOR

SAVEZ-VOUS FAIRE ? PAGE 2 SUR 3 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE
LE PRINCIPE DE RECURRENCE

De plus,



Or § > (2)? car 8 x 9> 25 x 3. On en déduit que

5 n+2
Un42 < <3> )
puis que H,, 12 est vraie.

Finalement, le principe de récurrence permet de conclure : pour tout n € N*, u,, < (%)”

8
3

Eléments de correction - SVF 6

k n—+2
P tout n € N*, H, : =2— .
our tout n on pose « ,;1 ok on »
Hj est vraie car la somme vaut % 5 et 2— TQ = %
Soit n € N* tel que H,, soit vraie. On a :
%1 ko i k N n+1
o9k ok n+1"?
k=1 2 k=1 2 2
d’ou, avec H,,,
Nk, nt2 n+l o 24d-n-1_, n+t3
Z 27]6 - on + 2n+1 - 2n+1 - 2n+1 .

Ainsi H, 11 est vraie.
Le principe de récurrence permet de conclure : pour tout n € N*, H,, est vraie.

Eléments de correction - SVF 7

f est indéfiniment dérivable, et

1 2
f/ x»—>—ﬁ’ f”;mn—»Fj f(g);x>—>—

On pose alors, pour tout entier naturel n non nul, H, : « f(" : z — (—1)"063};1 ».

Hy est vraie. Soit n € N tel que H,, soit vraie. f(™ donnée par H, est dérivable et, pour tout x € R*,
I _ |
() (@) = (1" %l x =252 = (-1

Ainsi, on a établi que H,,41 est vraie.
Le principe de récurrence permet alors de conclure que H,, est vraie pour tout n € N.

Eléments de correction - SVF 8

Pour tout entier naturel n non nul, on introduit ’assertion H,

nn+1)---(n+a+1) R

«Zn:k(k+1)~-~(k+a): o

k=1

L’assertion H; est vraie car
1
Z (k+1)-(k+a)=1x2x---(1+a)=(1+a)

ot 114+1)(1+a+1)

=1x2x---(1+a)=(14a)l

a+2
Soit n € N* tel que H,, soit vraie.
n+1 n
Dk(k4 1) ( =Y k(k+1)-(k+a)+ (n+1)(n+2)- (n+1+a),
k=1

d’ou, en utilisant H,,,

fass _ nn+1)---(n+a+1)
Zkk+1 (k+a) = s +(n+1)(n+2) - (n+1+a)
_ onm+1)---(nt+a+1)  (n+1)(n+2)---(n+14a)x (a+2)
N a+2 + a+2
m+1)(n+2)---(n+14+a)x (n+a+2)

a—+ 2

ce qui prouve que H,; est vraie.
Le principe de récurrence assure finalement que pour tout n € N*, H,, est vraie.
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