Savez-vous faire ?

Raisonnement par analyse/synthése

Si lon veut résoudre un exercice par analyse/synthése, il faut procéder, comme le nom l'indique, en deux étapes. Si la
premiere étape est convenablement conduite, la seconde ne présente la plupart du temps aucune difficulté. Supposons
que 'on doive chercher un ensemble de fonctions vérifiant certaines contraintes.

e FEtape 1 : Uanalyse. C’est I'étape délicate. On suppose pour commencer qu’il existe une fonction f satisfaisant
le probléme, et on essaie de déterminer quelle forme pourrait avoir une telle fonction. Pour cela, il peut y avoir
beaucoup de pistes possibles. En voici quelques unes :

o déterminer des valeurs particuliéres pour f, par exemple f(0), f(1), f(—1), etc. Noter que si f(0) ou f(1)
ne peut étre déterminé, il peut étre judicieux de le considérer comme un parametre ;

o étudier les propriétés éventuelles : monotonie, signe, parité, périodicité, etc. (nous verrons le vocabulaire
manquant bientot!)

o essayer d’exprimer directement f(z) en fonction de f(0), f(1), etc.

L’idée générale est de dégager suffisamment de contraintes sur les solutions éventuelles pour limiter le nombre
de candidats-solutions a tester.

e Ftape 2 : la synthése. A 1’étape précédente, on a supposé que le probléme avait une solution. Il faut le vérifier!
Pour cela, il suffit de tester les candidats-solutions obtenus & I'étape d’analyse.

SVF 15 (Equation fonctionnelle de Cauchy pour les entiers naturels). On désire connaitre, si elles existent, toutes
les fonctions définies sur N et a valeurs dans R telles que :

¥(n,m) e N?, f(n+m)=f(n)+ f(m).  (+)
Pour cela on procéde par analyse/synthese.
1. Analyse. On suppose que l'on a trouvé une fonction f de N vers R vérifiant (x).

a) En choisissant judicieusement des valeurs pour n et m dans (x), montrer que f(0) = 0.

b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, f(n) =nf(1).

On vient donc de montrer que si une fonction f de N vers R vérifie (x), alors elle s’écrit

f: N — R

n > an

ol a est un nombre réel.
2. Synthése. A vous de jouer.

3. Conclusion. Donner toutes les solutions du probleme.

SVF 16. Démontrer qu’il existe une unique fonction f : R — R telle que :
VzeR,VyeR,  flz—f(y)=1-z—y. (%)
SVF 17. Soit f une fonction définie sur R et & valeurs réelles. Soit (z,y) € R? avec x # y. On appellera pente de f

entre z et y la valeur : %;(y)
Déterminer toutes les fonctions f : R — R a pente constante.
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 15

On a ici a résoudre une équation fonctionnelle, c’est-a-dire une équation dont l’inconnue est une fonction. Pour ce
genre de probléme, un raisonnement par analyse/syntheése est trés souvent adapté!

1. (a) En prenant n = m = 0 dans (*), on obtient f(0) = 2f(0), d’ou
£(0) = 0.

(b) On pose pour tout entier n € N P, : « f(n) = nf(1) ». Montrons par récurrence sur n que P,, est vraie
pour tout n € N.
e Pour n =0 on a bien f(0) =0 x f(1) d’apres la premiére question, donc Py est vraie.
e Soit n € N tel que P, soit vraie. Alors :

Jn+1) = fn) + £(1) daprds (+)
=nf(1) 4+ f(1) par hypothése de récurrence
=+ 1)f(1),
donc P, 41 est vraie.

e Par principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N, f(n) = nf(1).
2. Soit a € R. Montrons que la fonction :
f+ N — R
n — an
vérifie bien la relation (). Pour n,m € N, on a f(n +m) =a(m+n) = am+an = f(n) + f(m). On en déduit
que pour tout réel a, f vérifie (x).

R PR ) . N R
3. D’apres ce qui précede, ensemble des fonctions vérifiant () est { n 7 tae€ R}.

[ an
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Le raisonnement par analyse/synthése peut étre adapté quand on cherche d démontrer qu’il existe une unique solution
a un probléme donné. La phase d’analyse permet de montrer l'unicité et la phase de synthése [’existence.

e Analyse. On suppose qu’il existe une fonction f : R :(— R satisfaisant (x).
F(f(0) = f(0)) = 1~ f(0) — 0, donc 2f(0) = 1 puis f(0) = 5.
Soit y € R. f(f(y) — f(y) = 1 — f(y) —y, done f(y) = —f(0) +1—y = —y + 1.
Ainsi, si une solution au probléme existe, elle ne peut étre que z — —x + % (en particulier elle est unique). Il
reste & faire la réciproque : vérifier que la fonction obtenue est bien une solution du probléme (autrement dit
qu’il existe bien une solution au probléme) !

e Syntheése. Posons f : oz +— —x + % Soit (z,y) € R2.

)
fle = f@) =@ fe) +3

Donc f vérifie bien (x).

e Finalement, I'unique solution du probléme est x — —x + %

— et f) i = FE I
=T Yy 9~ r—=y 9 9~ r—=y
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Intuitivement, on peut prévoir que les solutions sont les fonctions affines. Prouvons-le.
e Analyse. Soit f : R — R une fonction & pente constante. Il existe a € R tel que, pour tout (z,y) € R? avec

T # y, on ait M = a. En particulier, pour « # y, f(z)— f(y) = a(x—y) d’ott en particulier f(z)— f(0) = az,

puis f(z) = az + f(0). Ainsi f est affine.
e Synthése. Soit f une fonction affine. Il existe (a,b) € R? tel que f(x) = ax + b. Alors
@)~ fly) _avtb-ay—b _al—y)
r—=y rT—y T—y
Donc les fonctions affines sont a pente constante.

= a.

e Finalement, I’ensemble des fonctions & pente constante est I’ensemble des fonctions affines.
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