Savez-vous faire ?

Etudes de fonction

SVF 21. Dériver formellement chacune des fonctions suivantes (on ne demande pas le domaine de validité des calculs
effectués).

1. f1:2+— (322 +5)?; 4. f4:a:r—>xz%; 7. f7:zr—>m;
2. farz—> % ; 5. f5: 2 —> exp(sin(32?)); 8. fg:xr—> Sin(x)(COS(r)z) :
3. fz:x— 2?2In(5x +4); 6. fo:x+—> 1/exp(22?) + 3; 9. fo:x+— xtan(x).

SVF 22. Notons f la fonction définie sur R* par f(z) = %_H Calculer f/, f” (dérivée de f'), £ (dérivée de f")
et fA) (dérivée de ). Trouver une conjecture exprimant la dérivée n-ieme de f notée f(™, en fonction de n, pour
tout entier naturel n non nul. La démontrer.

SVF 23. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = cos(5) + sin(4x + 3) est périodique et bornée.

SVF 24. Montrer que la fonction f définie sur [—2; 3] par f(x) = 22423 o5t bornée.

SVF 25. Prouver que pour tout z € Ry, sin(z) < z.

SVF 26. Etudier rapidement les fonctions suivantes (domaine de définition, tableau de variations, asymptotes éven-
tuelles, représentation graphique) :

. 2 3... . 1 . . .
firzr— 2+ 3573 Jorwr— 2 fs:xr— xlnz;
—1 _
Jarx— I, fs:ixr— e —x; forx— (x+2)e” 1 —1.
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 21

On obtient :
1. f] 2 — 122(322% +5);

2. fhiw— —2
f2 (1+x2)% ’

fhror— 2zxln(bxr +4) + 5i”f4;

fiixz— (—2In(x) + 1)339%2_3;

ft o 2 — 62 cos(32?) exp(sin(32?)) ;

S vk W

(2%)
fé - 2xe :
\/exp(2x2)+3

fé:zr—>

—12x .
(22243)(In(222+3))2 ?

f& @ — (—2sin(x) cos(z) In(sin(x)) + ‘;"ii((z); ) sjn(x)(COS(m)Q) :

© »

fy 2 — tan(x) + z(1 + tan?(x)).
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f est indéfiniment dérivable, et on obtient :
1 2
—

o 3 x 2
(z+1)% ' (x+1)%

@) .y, 274
f*x e

flix— —

On conjecture que, pour tout entier naturel n non nul,

n!

(n) . iy (1)
e (-1 EEEyE=E

1 J L YVl
L+ ». Hy a été vérifiée

Ce résultat se démontrer par récurrence. Pour tout n € N*, on pose « f(™ : z —> (—1)"W

avant. Soit n € N* tel que H, soit vraie.
Ona f":x+—— (—1)”#. Cette fonction est dérivable sur R* et, pour tout x € R*,

—(n+1)

n+1 (n + 1)'
(x + 1)n+2

(f(n))’(x) = (=1)" x n! x @rne

- (-1)

Ainsi, on a bien établi que
ni1_(n+ 1)
(z + 1)n+2

Donc H, 41 est vraie, et le principe de récurrence permet de conclure.

fr e — (<1)

Eléments de correction - SVF 23

On vérifie que pour tout = € R, f(x + 67) = f(x), donc f est 6m-périodique. De plus, pour tout = € R,
[f(@)] < ‘cos (g)‘ + |sin(4z + 3)| < 2.

Donc f est une fonction bornée.
Eléments de correction - SVF 24

Soit z € [-2; 3]. Alors z — 5 < 0, donc

|2 a3
) =
De plus, d’aprés I'inégalité triangulaire, |2% +2 — 3| < [#|? + 2|43 < 15 car |z| < 3. De plus, 5—z > 2, donc z*— < 1.
Par produit, on en déduit que

15

< —.

Fa) < 1
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Eléments de correction - SVF 25

11 suffit d’étudier la différence f : x — = — sin(z) et de montrer que celle-ci est positive sur R .

Eléments de correction - SVF 26

1. La fonction fi, définie sur R*, est impaire. Il suffit donc de I'étudier sur R% .

—+0o0o

Les droites d’équation x = 0 et y = %x sont asymptotes

a la courbe représentative de fj.

2. On a:

+00

—+oo

\

0

La droite d’équation = = 1 est asymptote verticale a
la courbe représentative de fo, et la droite d’équation
y = 0 en est une asymptote horizontale au voisinage de

8

+00.

3. On a:
x 0 e ! +o0
L(x) 0 +

0 400
f3 \ ) /
767
4. On a:
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T —o0 2 +00
4(z) - -
1 +00
f4 \ \
—00 1 |\ FH---r--- T
O| 7 z

La droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a
la courbe représentative de f4, et la droite d’équation
y = 1 en est une asymptote horizontale au voisinage de
—oo et de 0.

5. On a:
T —0 0 +00
5(z) - 0 +
—+00 +00
f5 \ /
1
o C
La droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe
représentative de f au voisinage de —oo.
6. On a :
Yy
x —00 -3 +00
6(x) - 0 +
-1 Lo
—e 41 "
J
N A B
La droite d’équation y = —1 est asymptote a la courbe
représentative de f au voisinage de —oo0.
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