Savez-vous faire ?

Théoreme de la bijection

SVF 27. Enoncer précisément le théoréme de la bijection et le théoréme de dérivabilité des fonctions réciproques.

SVF 28. Recopier et compléter le texte suivant :

La fonctions sinus est ... et ... sur [ = [—E ; g] D’apres le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection

2
de ... sur son image ... = ...
On appelle fonction arcsinus et on note Arcsin sa fonction réciproque. Ainsi, la fonction arcsinus est définie
sur ..., a valeurs dans ... et pour tout x € ..., y € ...,

Arcsin(z) =y < ....

La fonction sinus est dérivable sur ]—g P 5 [, et pour tout x € ]—g P 5 [, sin’(z) # 0. D’apres le théoréme
de dérivation des fonctions réciproques, la fonction sinus réalise une bijection de }—g ; g[ dans ..., donc la
fonction arcsinus est dérivable dans ..., et pour tout x € ...,

Arcsin(x) = ...

SVF 29. On introduit la fonction f définie sur R’ par :
f(z) = 2* + In(z).
1. Montrer que la fonction f réaliser une bijection de R’ sur un intervalle J que I'on déterminera. On note g sa
fonction réciproque.

2. Prouver que la fonction g est dérivable sur J, et exprimer ¢’ a l'aide de g.
3. Calculer g(1) et ¢'(1).

1. La fonction f est une somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur R’ . Elle est donc continue
et strictement croissante sur R’ . Le théoréme de la bijection assure alors que f réalise une bijection de R} sur
son image

fRY) = |lm fz): lm  f(x)| =R.

z—+in fty

2. La fonction f est dérivable sur R} . Le théoreme de dérivation des fonctions réciproques assure alors que la
fonction g est dérivable en tout point = de R vérifiant f'(g(z)) # 0.
Soit « € R. Calculons :

f(g(x)) = 29(x) + =

Or 2¢%(z) + 1 = 1, donc f'(g(x)) # 0.
Par conséquent, la fonction g est dérivable sur R et pour tout = € R,

/ o 1 o 29(.%‘)
90 = F@) ~ 2@ 11

3. Par définition, g(1) est 'unique antécédent de 1 par f. Or f(1) =1, donc g(1) = 1. Alors

réalise une bijection de I sur un intervalle J que 'on déterminera. On pourra, pour étudier le signe de la dérivée de
f, montrer que tanx > x pour tout = € I.
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SVF 31. Montrer que ’équation
32° — 252% 4 60z = 3

posséde une unique solution réelle.

SVF 32. 1. Montrer que la fonction cosinus hyperbolique réalise une bijection de R sur un intervalle J a préciser.
On note g sa fonction réciproque.

2. Sans déterminer 'expression de g, montrer que g est dérivable sur J\{1} et déterminer, pour tout = € J\{1} une
expression simple de ¢'(z).
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 27

Soit f une fonction numérique, continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f réaliser une bijection de

I sur f(I).
Notons ¢ sa fonction réciproque.
Supposons que f soit dérivable sur I. Alors la fonction g est dérivable en tout point « de f(I) tel que

f'(g(z)) #0

De plus, en un tel point, le nombre dérivé de g en x est donné par

Eléments de correction - SVF 28

Recopier et compléter le texte suivant :

; 2]. D’apres le théoréme de la bijection, elle

réalise une bijection de I sur son image [sin(—%); sin(%)] = [-1; 1].

On appelle fonction arcsinus et on note Arcsin sa fonction réciproque. Ainsi, la fonction arcsinus est définie
™

sur [—1; 1], & valeurs dans [—g; 5] et pour tout x € [-1; 1],y € [—g; g},

La fonctions sinus est continue et dérivable sur I = [—

Arcsin(z) = y <= x = sin(y)

La fonction sinus est dérivable sur ] 555 [, et pour tout x € ]—g P 5 [, sin’(x) # 0. D’aprés le théoréme de
dérivation des fonctions réciproques, la fonction sinus réalise une bijection de |—%; Z[ dans ](1; 1[, donc
la fonction arcsinus est dérivable dans |—1; 1], et pour tout z € |—1; 1],

1 1

Arcsi = = .
resin(z) sin’(Arcsin(z)) /1 + 22

Eléments de correction - SVF 29

1. La fonction f est une somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur R’ . Elle est donc continue
et strictement croissante sur R’ . Le théoréme de la bijection assure alors que f réalise une bijection de R} sur
son image

R*)=|lim f(z); lim z)| =R.
SR = |l f@); lm  f()
2. La fonction f est dérivable sur R} . Le théoréme de dérivation des fonctions réciproques assure alors que la

fonction g est dérivable en tout point = de R vérifiant f/(g(z)) # 0.
Soit « € R. Calculons :

Or 2¢%(z) + 1 =1, donc f'(g(x)) # 0.
Par conséquent, la fonction g est dérivable sur R et pour tout = € R,

1 2g()

A
g (z) = = .
= Pl 27w 11
3. Par définition, g(1) est 'unique antécédent de 1 par f. Or f(1) =1, donc g(1) = 1. Alors
1) 1
=g ___1
YN =32m+1 "3
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Eléments de correction - SVF 30

La fonction f est dérivable sur son domaine de définition car elle s’écrit comme le quotient de deux fonctions usuelles
dérivables sur leur domaine de définition.
Pour tout xz € I,

sin(z) — xzcos(z)  cos(x)(tan(z) — )

fiz) = =

sin?(z) sin?(x)

L fonction cosinus est strictement positive sur I. Par conséquent, la fonction f’ est du signe de la fonction
g:x— tan(x) — x

sur l'intervalle I.

Etudions la fonction g sur [0; Z[. Elle est dérivable sur [0; Z[ et pour tout z € [0; Z[, ¢/(z) = tan?(x).

Par conséquent, la fonction g est strictement croissante sur [0; %[ donc, pour tout x € I, g(z) > ¢(0), ce qui prouve
que g(z) > 0.

Par ailleurs, la fonction f’ est strictement positive sur I. La fonction f est donc strictement croissante sur I. Etant
continue et strictement croissante sur 'intervalle I, le théoreme de la bijection monotone assure qu’elle réalise une

bijection de I sur son image f(I) = lirr%J f(z); lim f(z)| =]1; 4ol
T— CL‘*)%

Eléments de correction - SVF 31

11 suffit d’étudier la fonction f définie sur R par f(z) = 32° — 2523 4+ 602 — 3. On montre alors, grace au tableau de
variations de f, que f ne s’annule pas sur les intervalles |—o00; —1] et [1; +00[. Le théoréme de la bijection monotone
sur lintervalle [—1; 1] prouvera que f s’annule une unique fois sur [—1; 1].

Eléments de correction - SVF 32
1. La fonction cosinus hyperbolique est continue et strictement croissante sur R,. Elle réalise donc une bijection

de R, sur son image

ch(R1) = {ch(O); lim ch(z) [ =[1; +oof.

T—~+00

2. La fonction ch est dérivable sur R,. Le théoreme de dérivation des fonctions réciproques assure alors que g est
dérivable en tout point = de [1; +oo[ tel que ch’(g(z)) # 0.
Soit # € [1; 400[. Calculons : ch’(g(x)) = sh(g(z)). Or sh? = ch? — 1, et sh(g(x)) = 0 car g(x) € R. Ainsi

ol (g()) = /ch(g(x)) — 1 = v/1 — a2,

On en déduit que I'expression ch’(g(z)) ne s’annule que lorsque z = 1.
Par conséquent, la fonction g est dérivable sur |1; +oo[ et, pour tout x € |1; +oo],
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