Savez-vous faire ?

Fonctions usuelles

Vous devez absolument connaitre le domaine de définition, le domaine de dérivabilité, I’expression de la fonction dérivée
et l'allure du graphe de toutes les fonctions usuelles, a savoir : les fonctions puissances, les fonctions exponentielles,
les fonctions logarithmes, les fonctions circulaires et hyperboliques, les fonctions circulaires réciproques.

SVF 37. Calculer les nombres suivants :

(A) Arccos(1); (E) Arccos(cos(38)); (I) Arcsin(cos(ZF)); (M) tan(Arcsin(—2));
(B) Arcsin(—1); (F) Arcsin(sin(2X)); (J) Arccos(sin(HX)); (N) ch(In(sin(%)));
(C) Arctan(— %) (G) Arctan(tan(22%)); (K) sin(Arcsin(1)); (0) tan(2Arctan(y/2));
(D) Arccos(— \%) (H) Arccos(cos(ZT)); (L) cos(Arcsin(—1)); (P) cos(Arctan(2))
SVF 38. Résoudre les équations suivantes :

1. 4741 — 2% =(; 4. Arccos(z) = Arcsin(1 — z);

2. Arcsin(2 i) = 55 5. xV® = (z)*;

3. Arcsin(z) = Arccos(3) — Arccos(§); 6. 86% —3 x 83 —4 =0.

SVF 39. Montrer de deux maniéres que pour tout z € [—1; 1],

Arccos(z) + Arccos(—z) = 7.

SVF 40. Montrer de deux maniéres que pour tout réel x,

Arcsin <2EE2) = Arctan(sh(z)).

SVF 41. Etudier la fonction f : 2 —> cos®(x) + sin®(z) puis donner le nombre de solutions sur [0; 27] de I'équation

cos®(z) + sin®(z) = 1.

SVF 42. On introduit la fonction f définie par

1. Déterminer le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de la fonction f. Calculer sa dérivée.

2. Montrer que pour tout nombre réel = strictement positif,
In(z) <1+

3. En déduire le signe de f’ et les variations de f.

4. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, et 1’équation de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse 1.

5. Tracer 'allure de la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé.
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(4) 0 (E) o, (1) =2 (M) —%;
(B) —%; (F) %; (J) 35 (N) 2,
(C) —%; (G) &; (K) 53 (0) —2v/2;
(D) F; (H) 2 (L) 28, P)

Eléments de correction - SVF 38

1. Les solutions sont 0 et 1.

2. Les solutions sont \/ﬁ et 7
3. L’équation est ‘/§I2‘/ﬁ

4. Les solutions sont 0, 1 et 4.

5. L’unique solution est %.
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e Meéthode 1. Soit x € [—1; 1]. Posons
A = Arccos(z) + Arccos(—x).

En utilisant les formules d’addition, et en remarquant que sin(Arccos(a)) = v/1 — a? pour tout nombre réel
a € [—1; 1], on obtient

cos(A) = cos(Arccos(z)) cos(Arccos(—x)) — sin(Arccos(x)) sin(Arccos(—z)) = —z% — /1 — 224/1 — 22 = —1.

On en déduit que A = 7 [27].
Or A€ [Z; 37] car 'un des deux nombres Arccos(z) ou Arccos(—z) appartient a l'intervalle [0; 2] alors que
l’autre appartient a I'intervalle [g ; 7r].
Ainsi, A = 7.
e Méthode 2. Posons f: [-1;1] — R .
x +— Arccos(z) + Arccos(—x)
La fonction f est dérivable sur |—1; 1] et pour tout = € |—1; 1[, f/(x) = 0. On en déduit que f est constante

sur |—1; 1], donc sur [—1; 1] car elle est continue en —1 et en 1. De plus, f(0) = 7. Donc f(z) = 7 pour tout
xel[-1;1].
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e Méthode 1. Soit x un nombre réel. Par définition, Arcsin(iﬁ%i% est 'unique nombre réel de l'intervalle [—g ; g]
dont le sinus soit égal & z}ﬁgjg Calculons :
1 1 sh?(z)
2 2
sin“(Arctan(sh(x))) = 1 — cos*(Arctan(sh(xz))) =1 — =1- = .
( ( ( ))) ( ( ( ))) 1+ tanQ(Arctan(sh(x))) 1+ Shz(l‘) Ch2(x)

De plus, le nombre réel sin(Arctan(sh(z)) est du méme signe que sh(z), donc également du méme signe que
i}ﬁgf@ On en déduit que :

sh(z)
ch(z)’

sin(Arctan(sh(z))) =

SAVEZ-VOUS FAIRE ? PAGE 2 SUR 3 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE
FONCTIONS USUELLES



Ainsi, puisque

sin(Arctan(sh(z))) = et Arctan(sh(z)) € {—— : —} ,

et on en déduit

Arctan(sh(z)) = Aresin (Zﬁg) .

e Méthode 2. On le démontrerait d’'une deuxieme maniere en faisant ’étude de la fonction f définie sur R par

f(z) = Arctan(sh(z)) — Arcsin (fﬁgi) .
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La fonction f est 2m-périodique. Etudions la sur I = [0; 27]. Elle est dérivable sur cet intervalle et pour tout x € I,

f'(z) = =3sin(z) cos?(z) + 3 cos(z) sin?(x) = 3sin(x) cos(x)(sin(x) — cos(z)) = 3v/2sin(z) cos(z) sin (:v - %) .
Pour z € I, on sait que :
sin(z) >0 <=2 €]0; 7|,

3
cos(z) >0 <= zxe€ [0; g[u};;%ry

. ( 7r) -0 c ™ o7

sin (x — — —zxe|—-; —|.
4 47 4

On en déduit successivement le signe de f’ sur I, les variations de f sur I et le nombre de solutions sur I de 1’équation

f(z) =1 : Iéquation cos®(z) + sin®(x) = 1 admet exactement trois solutions sur [0; 27], & savoir les nombres réels 0,

5 et 2m.
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1. La fonction f est définie et dérivable sur R . Pour tout nombre réel x strictement positif,

f(x) = rH1-I0(@) o (<1 + i) 1n(a:)> .

72

2. En étudiant la fonction g définie sur R’ par g(z) = 1+2 —In(z), on montre que In(x) > z + 1 pour tout nombre
réel x strictement positif.

3. Par conséquent, la fonction f’ est positive et la fonction f est croissante.

4. Calculons : f(1) =1 et f/(1) = 2. Ainsi la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 a pour
équation y = 2(z — 1).
La limite en 0 de f est 0, la limite en 400 de f est +o0.

A

y = f(z)
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