Savez-vous faire ?

Ensembles et applications

Dans ce cours, il est indispensable de connaitre avec précision les différentes définitions données. Les raisonnements
menés doivent étre clairs et rigoureux. Il faut également avoir en téte des schémas de preuve.

On rappelle ci-dessous quelques définitions et des schémas de preuve. On consideére quatre ensembles A, B, E, F, ainsi
qu’une application f de E dans F.

1. On dit que A est inclus dans B si et seulement si tout élément de A appartient a B.
Schéma de preuve. On veut montrer que A c B. Soit x € A.
[raisonnement]

On en déduit que x € B.
On vient d’établir que A < B.

2. On dit que A est égal a B si et seulement si A est inclus dans B et B est inclus dans A.

Pour montrer que A = B, il suffit donc de montrer que A € B et que B < A, ce qu’on fait en utilisant le
schéma de preuve précédent. Finalement, la double inclusion établit I’égalité des ensembles : A = B.

3. On dit que f est injective si et seulement si tout élément de F admet au plus un antécédent par f.
(a) Premiére méthode. On veut montrer que f est injective. Soient x et x' éléments de E tels que f(x) = f(z').
[raisonnement]
On en déduit que x = 2'.
On vient de montrer que tout élément de F admet au plus un antécédent par f, donc f est une application
injective.
(b) Seconde méthode. Soit y € F. Résolvons l’équation f(z) =y d’inconnue x € E.
[résolution de I’équation]
L’équation admet donc au plus une solution.
Finalement, tout élément de F admet au plus un antécédent par f , donc f est une application injective.

4. On dit que f est surjective si et seulement si tout élément de F' admet au moins un antécédent par f.
(a) Premiére méthode. On veut montrer que f est surjective. Soit y € F.
[raisonnement]
On en déduit qu’il existe x € E tel que f(z) =y.
On vient de montrer que tout élément de F' admet au moins un antécédent par f, donc f est une application
surjective.
(b) Seconde méthode. Soit y € F. Résolvons l'équation f(x) =y d’inconnue x € E.
[résolution de ’équation]
L’équation admet donc au moins une solution.
Finalement, tout élément de F' admet au moins un antécédent par f, donc f est une application surjective.

5. On dit que f est bijective si et seulement si tout élément de F' admet exactement un antécédent par f.

(a) Premiére méthode. On montre successivement que f est injective et surjective en utilisant les schémas de
preuve précédents.

(b) Deuxiéme méthode. Soit y € F. Résolvons I’équation f(x) =1y d’inconnue x € E.

[résolution de I’équation]

L’équation admet donc exactement une solution.
Finalement, tout élément de F' admet exactement un antécédent par f, donc f est une application bijective.

(¢) Troisiéme méthode. Si on arrive a déterminer directement une application que l’on pense étre la réciproque
de f, on introduit celle-ci, que l’on note g par exemple (ne surtout pas la noter f=% tant qu’on n’a pas
prouvé que f est bijective) et on vérifie que f o g=1dy et que go f =1dg.

SAVEZ-VOUS FAIRE ? PAGE 1 SUR 4 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE
ENSEMBLES ET APPLICATIONS



SVF 66. On introduit 'ensemble A = {1;2; 3}.
1. Décrire ’ensemble P(A).

2. Compléter les assertions suivantes, en utilisant le symbole € ou le symbole c.

1...A {1} ... P(A) {1,2} ... A {{1};{2}} ... P(A).
SVF 67. Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que si Au B=Bn (C, alors Ac Bc C.

SVF 68. Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Montrer que si Au B=AuCet An B=AnC, alors
B=C.

SVF 69. Soient E et F' deux ensembles, f une application de E dans F. Soient A une partie de E et B une partie
de F'.

1. Rappeler la définition de I'image directe de A par f et de 'image réciproque de B par f.
2. Montrer que
Acf7Hf(A) et f(fTUB) < B

3. Soit C une partie de F. On suppose que B = C. Montrer que f~1(B) < f~1(C).

SVF 70. Soient F, F et G trois ensembles, f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
Démontrer les résultats suivants (démontrés dans le cours) :

1. Si f et g sont injectives, alors 'application g o f est injective.

2. Si f et g sont surjectives, alors ’application g o f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors I'application g o f est bijective.

SVF 71. On consideére I'application

cC — C
2

z > Z

Cette application est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

SVF 72. On consideére I'application

C\{-3i} — C
2iz—1
z+31

z >
1. Cette application est-elle injective ? surjective ?

2. Déterminer f(C\{—3i}).

3. Montrer que ’application

fo Q=3 — [(C\{-3i})

2iz—1
< =T
est bijective et déterminer son application réciproque.
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 66

L P(A) = {; {1} {2}; {3} ; {1; 2} ; {153} 5 {2; 3} ; {15 2; 3} }.
2.1e A {LJeP(A) {L2}cA  {{1}:{2}) c P(A).

Eléments de correction - SVF 67

Supposons que Au B=BnC.

Montrons que A < B. Soit z € A. Alorszx € Au B. Or Au B =B n C, donc x € Bn C. En particulier, x € B. On
vient d’établir I'inclusion de A dans B.

Montrons que B < C. Soit x € B. Alors x e AuB. Or Au B=Bn(C,donc x € Bn C. En particulier x € C. On
vient d’établir 'inclusion de B dans C.

Finalement, on a prouvé que si Au B=Bn C,alors Ac Bc C.

Eléments de correction - SVF 68

Supposons que AuB = AuC et AnB = AnC. Montrons que B < C. Soit x € B. Alorsx € AuB.Or AuB = AuC,
doncxe AuC, et ainsize AouxeC.

Supposons que x ¢ C. D’apres ce qui précede, on a alors z € A. Ainsiz e AnB.Or AnB=AnC,doncxze AnC,
et en particulier z € C, ce qui est contradictoire.

Ainsi z € C. On vient d’établir I'inclusion B < C.

On montrerait de maniére complétement analogue (les ensembles B et C' jouent des roles symétriques) U'inclusion de
C dans B.

Finalement, de la double inclusion, on déduit ’égalité des ensembles : B = C.

Eléments de correction - SVF 69

1. L’image directe de A par f est Pensemble suivant : f(A) ={f(z) : € A} ={ye F| Iz e A, f(z)=y}.
L’image réciproque de B par f est I'ensemble suivant : f~*(B) = {z € E| f(z) € B}.

2. Soit & € A. Par définition de f(A), f(z) € f(A), ce qui prouve que z € f~1(f(A)). On vient d’établir que
Ac F(f(A)).
Soit y € f(f~1(B)). Il existe z € f~1(B) tel que y = f(x). Puisque x € f~1(B), alors f(x) € B. Ainsi y € B.
Tout élément de f(f~1(B)) est donc élément de B, ce qui prouve que f(f~1(B)) < B.

3. Soit x € f~1(B). Alors f(x) € B. Or B < C, donc f(z) € C. Ainsi z € f~1(C).
Finalement, on a démontré I'inclusion f~1(B) dans f~1(C).

Eléments de correction - SVF 70
Voir cours.
Eléments de correction - SVF 71

L’application f n’est pas injective (en particulier non bijective) car f(1) = f(—1) et 1 # —1. L’unique antécédent
de 0 par f est 0 et, puisque tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées, tout élément z de C* admet
deux antécédents par f. Finalement, tout élément de C admet au moins un antécédent par f, donc 'application f est
surjective.
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Eléments de correction - SVF 72

1. Soit w € C. Résolvons Iéquation f(z) = w d’inconnue z € C\{—3i}.
Soit z € C\{—3i}.
fR)=we=2iz—1=w(z+ 3i) < 2(2i —w) = 1 + iw.

Par conséquent, si w = 2i, I’équation f(z) = w n’admet pas de solution, et si w # 2i, 'équation f(z) = w admet
au plus une solution (exactement une car on vérifie que % # 3i).
Par conséquent, I’application f n’est pas surjective : 2 n’a pas d’antécédent par f.

En revanche, 'application f est injective car tout élément w de C admet au plus un antécédent par f.
2. Par définition,
F(C\{=3i}) = {we C[ Iz e C\{-3i}, f(z)=w}.
D’apres la discussion précédente, on en déduit que f(C\{—3i}) = C\{2:}.
3. D’aprés la résolution de la question 1., pour tout w € C\{2i}, I'équation f(z) = w admet une unique solution
dans C\{—3i}. R
On en déduit que I'application f est bijective. Sa bijection réciproque est I'application
' o\{2i) — C\{-3i} .

1+3iw

w > Bi—w
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