Savez-vous faire ?

Suites réelles 2

SVF 96. Trouver un équivalent le plus simple possible des suites ci-dessous :

1 1 1 1
un:ch<()1>—1 Un = Wy =vVn+2—+vn—1 xnzcos(>—ch(
B n

1
n3 + 6n n2+1 3n—+n \/ﬁ)

SVF 97. Calculer les limites suivantes :

n —ny " In(n) ch(In(n))
- 2
lim (ee) lim ( Arctan(n))

™

n—+o \ e" 4 e~ " n— 400

On pourra admettre que Arctan(u,) ~ u, si u, est une suite convergeant vers 0.

SVF 98. Montrer que
2n
D1 K~ (2n)l.

k=n+1

SVF 99. Etudier la nature de la suite (suite divergente ou convergente, limite éventuelle) de premier terme ug = 4 et
vérifiant la relation de récurrence u, 1 = 1/u, + 3 pour tout n € N.

SVF 100. Etudier la nature de la suite (suite divergente ou convergente, limite éventuelle) de premier terme ug = 4

et vérifiant la relation de récurrence u,+; = pour tout n € N.

Up + 3
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1
1. Ona —— — 0, d’ou
Vn3 4 6n n—to . .
Uy ~ ——— ~ —.
2/nd+6n  2n
2. On a
n? —3n++/n+1 1
Up = — ~——.
" (3n —+/n)(n? +1) 3n
3. On a

n+2—(n—1) 1

1
wn: = ~ .
Vit2zeyn=1 - g fip2q,fioly 2
1 1 1 1 1 1
4. Onacos|—)—-1~—=—=etl—ch|(— ] ~—=—,doucos|—|—1=o0o(1l—ch|—] ], et ainsi

n 2n? D 2n n Vn
1 1 1 1
n = —|—-1+1—ch(— ]| ~1—ch|{— | ~——.
) COS(H) e (x/ﬁ) ¢ (ﬁ) 2n
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On notera u,, le terme général de chaque suite dont on veut calculer la limite.

n __ ,—n

n_ N

e" +e™" n—o+w

e
1. O tout n € N, In(u,,) = e** In(n)In | ——
n a, pour tout n € N, In(u,) =e n(n)n<en+e—n

n n

e" —e
>.Comme —> l,ona:

n __ ,— n __ ,— n_ ,—n _ Qe
ln(l> :1n(1+1_1) ~1_1:; ~ —2e72",
e” +e " en +e " e” +e " e” +e "
[
-0
d’ou
In(u,) ~ e**In(n)(—2e~2") = —2In(n) — —oo,
n—-+0o0
puis u, - 0 en composant la limite précédente par exp.
n——+0o0
2
2. On a In(uy) = ch(lnn)In ( Arctan n) D’une part :
0
Inn —1Inn n 4+ 1
ch(lnn) = ¢t = n T
2 2 2

2
D’autre part, comme — Arctan(n) — 1,
T n—-+0o0

2 2 2
In ( Arctan(n)) =In (1 + — Arctan(n) — 1) ~ — Arctan(n) — 1 =
7r

2
T T T

1
Or Arctan(n) — g = Arctan <n)’ d’ont

In (2 Arctan(n)) = 2 Arctan <1> ~ _i.
™ ™ n ™

2 1 1
() ~ 5 () == =, >
™

™ T n—+w

Finalement,

. - . _1
puis, en composant la limite précédente par exp, n - e T,
n——+00
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(Arctan(n) - g) .

Puisque k! croit tres rapidement lorsque k croit, on peut conjecture que les derniers termes de la somme sont essentiels.
On isole alors les deux derniers termes et on a, par majoration d’'une somme de réels, pour tout n > 2,

2n—2
0<Sn—(2n=1'+@2n)) = > k< (n—2)(2n—-2)! < (2n—1)!
k=n+1
puis
2n—2
0<8, —(2n)! = ( > k!) +(2n — 1) <2(2n — 1)),
k=n-+1
donc |
O < M < 1
(2n)! 2n

Avec le théoreme d’encadrement, on en déduit que le terme encadré tend vers 0 et finalement

22" k! ~ (2n)!

k=n-+1
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Posons f : © —> y/x + 3. Alors, pour tout n € N, up41 = f(un).
La fonction f est strictement croissante en tant que composée de fonctions strictement croissantes. De plus, f(—3) =0
li = .
et ;c—l»rfoof(x) +o
Soit € Ry. On a
f@)zze=Ve+3zarze=2+322" <= 1e€[0; 2],

ou g = % De plus, pour tout z € R_, f(z) > x est toujours vérifiée (puisque une racine carrée est toujours
positive). Enfin, pour tout = € R,
f(z) =2 =z =u1x.

En résumé,

T -3 ) 40
“+00
/ "
0
0 —
flx) —x + 0 -

Posons I = [zg; +oo[. La fonction f est croissante sur I avec f(xg) = g, donc pour tout z € I, f(x) = x et ainsi
f(I) < I. Puisque I est stable par f et ug € I, on en déduit que pour tout n € N, u,, € I.

De plus, pour tout = € I, f(x) < z, d’ott pour tout n € N, f(u,) < u, (puisque u, € I), i.e. pour tout n € N,
Upt1 < Up, ce qui entralne que u est décroissante. Or u est minorée par xg, donc u converge d’apres le théoreme de
la limite monotone. Notons £ € R sa limite.

La seule limite possible est I'unique point fixe zg de f, donc nETm Uy = TQ-

Notons qu’on aurait pu conjecturer ces résultats (décroissance de u et convergence vers ) a I’aide d’un dessin :

'

—y = f(x)

SAVEZ-VOUS FAIRE ? PAGE 3 SUR 4 PCSI2 - Lyciie H. POINCARE
SUITES REELLES 2



Eléments de correction - SVF 100

Posons 1
ST .
/ x+3
Alors up41 = f(uy,) pour tout n € N. De plus, 'expression f(z) — z est positive pour z € |—0; xo] U |—3; 1], avec
Ty = _3%@ et r1 = _:),.;_T\/ﬁ’ négative sur [zg; —3[ U [z1; +0[ et nulle uniquement en zy et en 7 (& démontrer).

Enfin, f est strictement décroissante sur |—o0; —3[ et sur |—3; +o0[ en tant que composée d’une fonction strictement
décroissante et d’une fonction strictement croissante.

T -3 To -3 T +00

0 400
T~
f \Z‘O\ 371\

Le tracé des premiers termes de la suites v non permet d’émettre la conjecture suivante : la suite u est une suite qui
converge vers x1. La sous-suite (us,) semble étre décroissante.

Etudions la suite (ug,). Pour tout n € N, posons v,, = ug,. Alors v vérifie la relation de récurrence u,+1 = f o f(vy).
Posons I = [z1; 4o0[. La fonction f est décroissante sur I, f(z1) = x1 et f tend vers 0 en +o0. Par conséquent,
f(I) < [0; x1]. De plus, f étant décroissante sur [0; x1] et sachant que f(z1) = z1, on a f([0; 21]) < I. Ainsi
fo f(I) =1, donc vy, € I pour tout n € N.
vo €l et fof(I)c I, donc v, €I pour tout n € N.
De plus, pour tout x € I,

fof(n)—u— —322—-9x+3 _ 73(9:—1:0)(35—@) <o.

10 4 3z 10+ 3z
En particulier, pour tout n € N,

Un+1_vn:fof(vn)_vn<07

donc la suite v est décroissante. La suite v est décroissante et minorée par x1, donc la suite v converge vers un nombre
réel ¢ > x;.

Par passage a la limite dans la relation v,+1 = f o f(v,), on obtient «= f o f(¢), donc £ = z¢ ou £ = x1. Or £ = x4,
donc £ = x1 et v converge vers x.

De plus, u2,4+1 = f(u2,) pour tout n € N. Par passage a la limite dans cette égalité, on en déduit que (ugy,+1) converge
vers f(x1) = x1.

Les sous-suites (uay,) et (ugn41) convergent vers la méme limite 1, donc u converge vers .
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