Savez-vous faire ?

Systemes linéaires

SVF 101. Résoudre, selon les valeurs du paramétre a € R, les systémes suivants, d’inconnue (z,y, z) € R3 :

20 +4y+ (2+2a)z = 8—6a
1. dr+2y+ (14+4a)z = 13—9a
—2x+14dy+(7—2a)z = 2—4a
r4+y+B+a)z = 2a
2. —2r —4y+ (da—2)z = 8+2a
2c+3y+52 = —-342a
3x+3y—(a+1)z = -1
3. —2r—y+(a+1l)z = 1
z4+(a+l)y—(a+1)z = a+1

SVF 102. Décrire, si possible, par équations les ensembles suivants :
E= {(x+2y—z+t,2x+y+z+3t,—5x+2z) : (z,y, 2, t) €R4}
F={(z+y+3z,0+2y+42,3y+3z2) : (z,y,2) ERg}.

SVF 103. 1. On consideére la droite D7 dont une représentation paramétrique est donnée par :
Dy ={(1+43t,—t,2—5¢t) : te R}

Décrire Dy comme l'intersection de deux plans.

2. On consideére la droite Ds, intersection des plans d’équations respectives t +y + 2z =4 et —x +3y —z = 7.
Donner une représentation paramétrique de Ds.

SVF 104. Pour chacune des applications suivantes, déterminer si elle est injective, surjective et donner, si possible,
une description de son image par équations.

fi: R — R
(z,y) — 3z+4y

f: R® — R

(x,y,2) — (z+y+2z,2+y+2z22x+2y+ 23z +3y+ 32)
fs: R! — R

(x,y,2,t) — (z+y+t,x+y+2tz+2)
f4: R3 e R4

(xayWZ) — ($+y—27$+y—27$—ya$—y)
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Eléments de correction

Eléments de correction - SVF 101

1. On a
4 2a+2 | —6a+8 4 2a+2| —6a+8 4 2a+2| —6a+8
2 da+l | —9a+13 |~ | 0 3 3a—3 |>| 0 [=6] -3 | 3a-3
~2 14 —2a+7| —da+2 0 18 9 |-19a+10 0 0 0 | —a+1

e Sia # 1, le systéeme est incompatible.

e Sia =1, on trouve comme ensemble de solutions {(—3@ +4—az, —%z, z):z€ R}.

2. On a

1 a+3]| 2a 1 a+3 | 2a 1 a+3] 2a
2 4 4a-2|2a+8 |~ | 0 6a+4 |6a+8 |~ - 6a+4 | 6a+8
2 3 5 2a -3 0 1 —2a—-1]2a-3 a+1 | a+1

e Sia # —1, alors on peut continuer I’algorithme de réduction de Gauss :

1 a+3| 2a a+3 | 2a
0 Ga+4|6a+8 |~ - 6a+4 | 6a+8

0 0 a+1|a+1 0 a+1

Ainsi ’ensemble des solutions est {(a — 1,—2,1)}.

e Sia = —1, le calcul précédent devient :
1 2|2
0 2] 2| 2
0 0 0

et donc l'ensemble des solutions est {(—1 — z,—1 — z,2) : z € R}.

3. On a
3 —a-1| -1 1 —a-l | =L
-2 -1 a+1 1 > -2 -1 a+1 1
1 a+1 —a—-1|a+1 1 a+1 —a—-1|a+1
1ot | )
~ 0 a+1 1
L 0 a —22—2 3112}-4
I
70 =03
0 0 —a _,30‘_2 2a+4
3

Or =£530=2 — ) e 2 4 3a+2=0 < a e {-2,—1}.

e Siae€ R\{—2,—1}, on peut poursuivre le calcul précédent.

—a—1 —1 —a—1 | =1
I o s LT U
—+ a
’ 2“33 2 | 2 §-|-4 L X o2 L ! . }2
0 0 === 5 0 0 att 0 0 att
On en déduit que I’ensemble des solutions du systeme est {( 2,1, - +1)}
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e Sia = —1, le calcul précédent devient :

W=

o o[

=[=]-
o o o
ol

donc '’ensemble des solutions est .

e Sia= —2, le calcul précédent donne :
L 5|5 0 3|3
S| ~ )1
0 313 |70 3|3
0 0 0 0 0 0 0 0
Finalement, I'ensemble des solutions est {(—2 + 2z, % + §2) : z€ R}
Eléments de correction - SVF 102
1. Soit (a,b,c) € R3.
z+2y—z+t = a
(a,b,c) e B <= I(z,y,z,t) e R, { 20 +y+2+3t = b
—bx +2z =

On a (les calculs sont a faire; on a choisi successivement les pivots de position (1,1), (2,2) et (3,3))
2 -1

2 1
-5 0

1|a 2 -1 1 a
3|b |~ O 3 1| —2a+b
0|c 0 0 2% | =Satlobise

Ainsi il n’y a pas de condition de compatibilité, donc l’ensemble FE ne peut étre décrit par équations (on a
E =R3).

2. Soit (a,b,c) € R3. Soit (z,y, z) € R3. Le systéme f(x,vy,2) = (a,b,c) se traduit a 'aide d’une matrice augmentée
par (on a choisi successivement les pivots de position (1,1), (2,2) et (3,3)) :

1 3 |a 1 3 a
1 3 b [~ o 1| —a+b
0 3 c 0 0 0|3a—3b+c

Ainsi une équation de E est 3a — 3b+ ¢ = 0 (et donc E = {(a,b,c) € R*| 3a — 3b+ ¢ = 0}).

Eléments de correction - SVF 103
1. Soit (z,y,2) € R3.

3t = -1
(z,y,2) € D — JteR, —t =y
-5t = z-2

Or ce dernier systeme d’inconnue t € R peut s’écrire a l’aide d’une matrice augmentée

(3] |1 o

—1 y ~ 0 z4+3y—1
5|z-2 ) F\ o | st
Ainsi,
x+3y—1 = 0
(x’y’Z)EDl‘E){&cwzn -0

ce qui signifie que D; est 'intersection des plans d’équations —z +y+1=0et —z4+2—-1=0.

2. Soit (z,y,z) € R3.
r+y+z = 4
(z,y72)eD2<=>{ i3y = 7

Ce dernier systeme peut s’écrire a l'aide d’une matrice augmentée

CIRDRCE

-1 3 -1|7)¢ 0

]

0

g 1
t\ o [1] o

)
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Ainsi Dy = {(2 —t,4,¢) : te R}.



Eléments de correction - SVF 104

1. Soit a € R. Soit (z,y) € R2. L’équation fi(z,y) = a se traduit par

(] 4]a)

donc fi(z,y) = a < (z,y) € {(% — %y,y) TS R}. En particulier, f; est surjective (pas de condition de
compatibilité : il existe toujours au moins une solution) et non injective (infinité de solutions). Puisque f; est
surjective, f1(R?) = R et il n’y a pas d’équation pour décrire fi(R?).

2. Soit (a,b,c,d) € R*. Soit (z,y,z) € R3. L’équation fo(x,y,2) = (a,b,c,d) se traduit par (on a choisi successive-
ment les pivots de position (1,1) et (2,3)) :

1 2 |a 12 a
11 b 0 0 —a+b
2 2 1 |c |L 0 0 0 |a—-3b+c
3 3 3 |d 0 0 0 | —3b+d

Ainsi fy est non injective (il y a trois inconnues et le systéme est de rang 2 : il y aura une inconnue secondaire, et
donc on n’aura jamais unicité de la solution). De plus, f2 est non surjective et un systéme d’équations cartésiennes

3 a—3b+c = 0 Co 3\ 4 a—3b+c = 0
defz(R)est{ 3h4d — 0 (cequlslgnlﬁequef(R)—{(a,b,c,d)eR ’{ 3h4d — 0 ).

3. Soit (a,b,c) € R3. Soit (x,y, 2,t) € R%. L’équation f3(z,vy, 2,t) = (a, b, c) se traduit par :

1 0 1 a
0 1 —1|-a+ec
0 0 0 —a+b

Ainsi f5 est surjective (il n’y a pas de condition de compatibilité) mais non injective (il y a 4 inconnues et le
systéme est de rang 3, donc il y a une inconnue secondaire). Comme f3 est surjective, f3(R*) = R? et il n’y a
pas d’équation cartésienne pour décrire cet ensemble.

—_
O~ =

0 1
0 2
10

—_ =
QO o
¢

4. Soit (a,b,c,d) € R%. Soit (x,y,2) € R®. L’équation fy(z,y, z) = (a,b,c,d) se traduit par (on a choisit successive-
ment les coefficients (1,1) et (2,2) comme pivots) :

1 —1|a 1 1 —1| a
1 ~1|b | |0 -2 1 |-a+tc
1 —-1 0 |e L 0 O 0 | —a+bd
1 —-1 0 |d 0 0 0 | —c+d
A. o I . . 7Q/+b =0 N 52 . J 3
insi f n’est pas surjective et —e4d = 0 est un systéme d’équations cartésiennes de f(R?). De plus, f

n’est pas injective (on a trois inconnues et le rang du systéme est 2).
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