Raisonnements et rédaction

Exercice 1. Soit (z,y) € R?. Ecrire plus simplement les expressions suivantes :

(a) (e7)Pe™; e In100)
O ® .
(b) ek etV (h) In(8) —In(12) + In(15);

D
i
<
—~

i) 1In(10000) + In(0,01);
j) In(3 —2+/2) +In(3 + 2v/2).

et +e %

e.’E

(c) ; (f) In(10) —In(2);

—

Exercice 2. Trouver a partir de quel entier n on a :
(a) 2™ = 100; (¢) =3(14+27") = —3,001;
n —2n
(b) (2) <102, (d) 40 (‘Z) < 10.

Exercice 3. Déterminer les trois limites suivantes :
. 14+243+--+n
(a) £, = lim ;

n—-+0o0 n2 ’

1+3+9+---43"

(b) by = lim —ot2t o Hd
n—-4oo 3n

(c) 3= lim 142714272 4... 4277

n——+0o0

Exercice 4. Résoudre les équations suivantes d’inconnue = € R :

(a) (Ev) : 49“5” - ’”;5 Y (d) (Ea):a®=1; (8) (By) :sin(z) = 1;
(b) (Ez):l—%=g; (e) (E5):a?—6x+9=0; (h) (Es):cos(z) =1;
9 8 I
(c) (Bs):— =~ e — (f) (Eg): a® — 422 = x; (i) (Fo) : cos(x)? 4 2cos(z) = 0.

) = cos(2x)V/3 + 222
e 5
)
)

~% cos(z) In(2x) ;

e
fs(z) =In(1 + Va2 + 3).

Exercice 6. Soit f une fonction réelle définie sur R. On dit que f est une fonction majorée lorsqu’il existe M € R tel
que pour tout z € R, f(z) < M.

1. Comment traduire graphiquement le fait que f soit une fonction majorée ?

2. Ecrire au moyen de quantificateurs I'assertion « f est une fonction majorée », puis 'assertion « f n’est pas une
fonction majorée ».

3. On ne suppose pas nécessairement f majorée. Quelle est la valeur de vérité de 'assertion « pour tout z € R, il
existe M € R tel que f(z) < M »?

Exercice 7. 1. Compléter les définitions suivantes :

(a) Soit x un nombre réel positif. On appelle racine carrée de x et on note /x...
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(b) Soit z un nombre réel. On appelle valeur absolue de x et on note |z|...
2. Montrer que pour tout a € R, va? = |a].

Exercice 8. Soit f une fonction réelle définie sur R. Ecrire au moyen de quantificateurs les assertions suivantes :
1. f est une fonction croissante;
2. f n’est pas une fonction croissante ;
3. f s’annule au plus une fois.

Exercice 9. Montrer en revenant & la définition que la fonction f définie sur R par f(z) = 22 est croissante.

Exercice 10. On dit qu'une partie A de R est un intervalle lorsque pour tout (z,y) € A? tel que z < y, pour tout
zeR,size€[x,y] alors z € A.
Les parties de R suivantes sont-elles des intervalles 7 Justifier votre réponse.

(a) [0,1] (b) R® (c) R*

Exercice 11. On rappelle I’énoncé suivant :

« Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I. On suppose que f est dérivable sur I et que f/'(z) =0
pour tout z € I. Alors f est une fonction croissante. »

Identifier clairement les hypotheéses et la conclusion de cette proposition, puis montrer a I’aide de contre-exemples que
chacune de ces hypothéses est essentielle.

Exercice 12. Montrer qu’il existe un unique nombre réel x tel que, pour tout nombre réel ¢ strictement positif, |z| < .

Exercice 13. Montrer que les assertions suivantes sont vraies :
(a) Si une somme de n termes positifs ou nuls est nulle, alors chacun de ses termes est nul.
(b) Si le produit de n facteurs réels ou complexes est non nul, alors chacun de ses facteurs est non nul.

(¢) Si une somme de six nombres réels vaut 60, alors au moins un de ces six nombres est supérieur ou égal & 10 et
il existe trois de ces six nombres dont la somme est supérieure ou égale a 30.

(d) Une fonction f définie sur R est strictement croissante si et seulement si pour tous nombres réels z et y tels que
f@) < [f(y),maz<y.

Exercice 14. Soit n € N*. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier la réponse donnée.
(a) Vne N, ImeN, m>n.

(b) VzeQ, VzeQ, IyeQ, z<y<z
) VneN, (n>3)= (n>6).

d) VzeR, (v<2)= (22<4).

(e) VzeR, ((x<-2)A(z>2))=2?<4.
)

k=1

(g) Vne N*, VY(ai,...,a,) e C", Z ai =0= (Vke [1,n], ax=0).
k=1

Exercice 15. On considere la suite (up)nen définie par ug = 1 et par la relation de récurrence : pour tout n € N,
Unpt1 = 2Un + 2.

1. Calculer uy, us et ug.

2. La suite u est-elle arithmétique ? géométrique ?

3. Démontrer que pour tout n € N, u, =3 x 2" — 2.

Exercice 16. Montrer que pour tout entier naturel n distinct de 3, 2™ > n2.

Exercice 17 (Inégalité de Bernoulli). 1. Démontrer 'inégalité de Bernoulli :
Ve e[-1,4w], VneN, (1+2z)">=1+na.

2. Quand peut-on préciser cette inégalité par une inégalité stricte ?
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Exercice 18. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3. Ecrire sans le symbole somme (avec des points de
suspension) les sommes suivantes, puis les calculer :

n n

ca=3 1 e D= Y (24 (-2"): 6=t

=0 k=0 k=0

.
oy

I
D=
o

2
=
3

.

&

Il
D=
w

>
.
=

Il
D=
=3
7N\
—
+
el e
N——

k=1 k=3 k=1
o O — (_ ); .F:ZQQk; oI:Emin(km).
= 2p 2p+2 = =0

Exercice 19. Soit u une suite de nombres complexes et m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Compléter les
égalités suivantes :

n ? n ? 2n ? ? n ?
Diuk—a= Dy uk DW= Djur D uk= ) sk iUz ) U= ) Uniiok
k=2 k=7 =2 i=0 k=1 k=7 k=7 k=1 k=7

Exercice 20. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

Ly n—+ 2
227:2_ omn :
k=1

Exercice 21. 1. Soit n € N. Montrer que :

_n(n+1) 2 n(n+1)2n+1)
Dhk=—"— et Y K= : :

2. Compléter le tableau suivant :

1 2 3 4

D=
e

™~
Il
=}

1=
oy
w

o~
Il
=]

n

En déduire une conjecture pour une expression simple de Z k3 pour tout entier naturel n et la démontrer par
k=0
récurrence.

Exercice 22. Calculer les sommes suivantes :

A:iii& B:iiﬂ*j C:iimax(i,j).
j=01i=0

i=05=0 i=0 j=0

Exercice 23. On considére la suite (up)nen définie par ug = 3, uy = 2 et, pour tout n € N, par la relation de
récurrence Uy4o = 4upt1 — 4uy.

1. Calculer us, usz et uy.
2. Montrer que I’équation 72 = 4r — 4 d’inconnue réelle » admet une unique solution, que ’on notera rj.

3. On cherche & montrer I'existence de deux nombres réels a et b tels que pour tout n € N,
Up, = ary + nbrg.

Montrer que si de tels nombres existent, alors on a nécessairement a = 3 et b = —2.

4. Démontrer que pour tout n € N,
Up = 3ry — 2nr{.
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Exercice 24. Soit (uy)nen la suite de réels définie par la donnée de ses trois premiers termes ug = 0, u1 = 0 et ug = 2,
et par la relation de récurrence :
VneN, upy3z = 3Ung2 — Upy1 + Up.

Montrer que pour tout entier naturel n, u, = n(n — 1).

Exercice 25. On consideére la suite (up)nen définie par ug = 3, u3 = 2 et, pour tout n € N, par la relation de
récurrence Up 4o = 4tp41 — 4ty

1. Enoncer la formule du binéme de Newton.
2. Quel est le coefficient du terme en 23y° dans le développement de 'expression (2x — y)%?

3. Calculer les sommes suivantes, ou n € N,
n n n n n Tl*]. n+1 n n+1 n
oL S TGRS SRS K R )
izo \k o \k okl oo \k—2 o \k -2

Exercice 26. Soit n un entier naturel non nul. Soient a1, ..., a,, b1, ..., b, des nombres réels positifs tels que, pour tout
1 € [1,n], a; < b;. Prouver que :

\/al—i—«/az—i—...—i—«/an <\/bl+\/b2+...—|—«/bn.

Exercice 27. On rappelle que la fonction cosinus est dérivable sur R et que sa dérivée est la fonction — sin.

1. Justifier que la dérivée de la fonction cosinus est la fonction cos’ : x — cos (:L' + g)

2. Montrer que la dérivée de la fonction cos’, notée cos” ou cos(?, est la fonction
cos” 1 & — cos(x + 7).

3. Déterminer une expression de la dérivée de cos”. Cette fonction est appelée dérivée troisitme de la fonction
cosinus et est notée cos®).

4. Plus généralement, montrer que pour tout entier naturel n, la dérivée n-ieme de la fonction cosinus est la fonction :

cos™ : 2 — cos (Jc + nz)
: 5)

et donner une formule analogue pour la dérivée n-ieme de la fonction sinus.

Exercice 28 (Inégalité triangulaire généralisée). 1. Soit (z,y) € R2. Montrer que (x + y)? < (]| + |y|)?. En
déduire I'inégalité triangulaire : |z + y| < |z| + |y|.

2. Généraliser ce résultat : montrer que pour tout entier naturel n, pour tous nombres réels ag, ..., an,

n

S

i=0

n

< Z\ai|.

=0

Exercice 29. Déterminer les fonctions f : R — R telles que :

Exercice 30. Déterminer les fonctions f : R — R telles que :

Vee R,VyeR, flz+y)=x+ f(y).
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