Fonctions usuelles - Quelques corrigés

Exercice 53. On introduit la fonction numérique f définie par :
e’ —1
=1 .
o) =m (S

2. Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition, puis montrer que f’ est dusignede h : x — z—1+e™%
sur R*.

3. Etudier la fonction h ainsi définie et déterminer son signe.

1. Déterminer le domaine définition de f.

4. Dresser le tableau des variations de f, déterminer ses limites, puis tracer rapidement son graphe.

Corrigé 53. 1. Soit ze R*. ¢* —1 >0 < x> 0, donc (e* —1)/x > 0 < x # 0. Ainsi f est définie sur R*.
2. La fonction x — €% — 1 étant dérivable sur R, on en déduit que g: R* — RT™* est dérivable. Ainsi,
z — (e*=1)/x

comme In : R™ — R est dérivable sur R™™, on obtient que f = Inog est dérivable sur R*. Or, pour tout z € R*
g (z) =e®(x—1+e7 %) /2? = e®h(z) /22, puis f : x — e®h(z)/(z%g(x)). Or, pour tout z € R*, g(z) > 0, e® > 0
et 22 > 0, donc le signe de f’ est celui de h.

3. h est dérivable et, pour tout x € R, h'(z) =1 —e~®. Soit € R*. #'(z) = 0 « = > 0, donc h est décroissante
sur R~ et croissante sur RT. On en déduit que h atteint son minimum en 0, puis que pour tout x € R*, h(z) = 0.

4. D’apres les deux questions précédentes, f est croissante sur R~ et sur R™. De plus,

wErJrrlooe /x=+w donc ajkrfoof(x) =+,
et
lim e*/z =0 donc lim f(x)= —o0.
r—>—00 T——00

Par ailleurs, puisque exp est dérivable en 0,

T —1

lim © =exp'(0) =1 donc lim f(z)=0.

“20 ©20

En résumé,
yl
T —0 0 +00 1
f'(x) + + 0
i T
0 400
—o0 0

Exercice 54. FEtudier les fonctions suivantes (domaine de définition, sens de variation, limites, asymptotes éventuelles
et allure de la courbe représentative) :

In |x|

ot tan(2x)

fiixr—a” foixr—> —_—,
x tan(x)

FONCTIONS USUELLES - QUELQUES CORRIGES PAGE 1 SUR 11 PCSI2 - LYCEE H. POINCARE



Corrigé 54. 1. Puisque In est définie sur R, g : x — xIn(x) est définie sur R** et il en est de méme de x — 2
(car exp est définie sur R).
Les fonctions g : R*™* — R et exp : R — R sont dérivables, donc f; = expog est dérivable sur Rt*. Or
g x> In(z) + 1, donc f] : & — (In(z) + 1)e* ),
Soit x € R**.

filz)=0e=In(z)+1=0=r=c".

et
filz)z20e=Mh@)+1>20=z=e"

donc f; est strictement décroissante sur | — o0, e!] et strictement croissante sur [e™!, +o0[.
Par ailleurs,

lim zln(z) =40 donc lim 2% = 400,
z——+00 T—>+00
et,
alclin zln(z) =0 donc ili% fi(z) =1.
x>0 x>0

En résumé, puisque f(e™!) = exp(e ! In(e™!)) = exp(—e~!) et f1(1) =1,

yl
x 0 e ! 1 +o0
1(@) - 0 +
1
1 40 1
bil T 1 exp(—e” 1
exp(—e) H——t e

2. Puisque |z| > 0 <= 2 # 0, g : x —> In |z|/z est définie sur R*. Soit = € R*.

> < > <
ln|m|/m>0(=>{ln|x > 0 ou{ln|x < 0 (:){m| > 1 0u{|x| s 1

z > 0 z < 0 z > 0 zr < 0
Posons D = [—1,0[u[1, +o0[. On a montré que f5 est la composéedeg: D — RT par Rf — R
x +— Inl|z|/z x — Nz

donc fs est définie sur D.
g est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables et ¢’ :  — (1 — In|z|)/2?%. Puisque la fonction
racine carrée n’est dérivable que sur R** et que, pour tout x € D,

g@)=0=Ihn|z|=0<= || =1 = z€ {-1,1},
on obtient, avec le théoréme de dérivation d’une fonction composée, que fo est dérivable sur D\{—1, 1}, et

1—1In|z| 1

!
D .
12 2 \/2In|z|/x
Soit x € D.
) =0e=1-Inlz| =0 |z| = ¢ = z € {—e, e},
et
fx)20e=1—-Injz| >0 < |z| <e =z € [—e,e].
Ainsi f est strictement croissante sur [—e,e] N D = [—1,0[U[1, e] et décroissante sur [e,4o0[. Par ailleurs, on a,
pour tout z > 0, In |z|/z = —(In(—=x)/(—2x)), donc
1
lim n(lz)) =40 donc lim fo(x) =40
i 720
De plus,
1
lim Inje] =0 donc lim fa(z) = 0.

T—o+0 T T——+00

En résumé, puisque f(—1) =0, f(1) =0 et f(e) =e /2,
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3. Soit z € R\{n/4+ km/2, k € Z}.

tan(z) = 0 < x = 0[n]

Donc f3 est définie sur R\{km, /4 + kn/2, k € Z}. Puisque f est m-périodique et paire, on peut se contenter

d’une étude sur D =|0, 7w /4[u]r/4,7/2].
On remarque que, pour tout x € D,

2 tan(z) 2

fo) = @ — @)~ 1- @)

g : © —> tan?(z) est dérivable en tant que composées des fonctions dérivables D — R

€T >

et ¢ 1 ¥ —> 2(1 + tan?(x)) tan(z). Ainsi, f est dérivable sur D et

e 4tan(z)(1 + tan?(x))
3 (1 — tan2(z))2

On en déduit que, pour tout z € D,

ce qui entraine que f3 est décroissante sur 0, 7/4[ et croissante sur |7 /4, 7 /2. Par ailleurs,

De plus,

f4(z) = 0 <= tan(z) > 0 < z €] /4,7/2],

lim 1 — tan®(z) =1 donc lin%) fa(x) =2
250 250

lim 1—tan®(z) =0
z—ow/4

r#T/4

Comme pour tout = €]0,7/2[, 1 — tan?(z) > 0 <= x €]0, 7/4[, on en déduit :

On a aussi :

En résumé,
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I - ¢ i - .
Jim fs(z) =400 e Jm fs(z) = —o0
r<m/4 > /4

lim/2 1 —tan®*(z) = —c0  donc lim/2 fa(x) =0.
2<:/2 2<:/2
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Exercice 56. Résoudre les systémes suivantes, d’inconnue (x,y) € R?,

J chx+chy = 7 _f chrx+shy = 2
(Sl>'{ shx + shy 57 (52)'{ shr +shy = 3

Corrigé 56. 1. Soit (z,y) € R?.

{chx+chy =7 _ e*+e T+evte ¥ = 14
shz +shy = 5 e —e " +e¥—e = 10
et +e¥ = 12 L1<—L1+L2
<~
e +eV = 2
- e +e¥ = 12
e Te V(e +e¥) = 2
- e +e¥ = 12
e’ey = 6

D’apres les relations coefficients-racines, e et e¥ satisfont le systeme si et seulement si e* et e¥ sont les solutions
de X2 — 12X + 6 = 0. Or le discriminant de ce trindme vaut 120, donc ses racines sont 6 — 4/30 et 6 + 4/30. On
remarque que 30 < 36, donc v/30 < 6 puis 6 — /30 > 0. On en déduit que I’ensemble des solutions du systeme

est {(In(6 — +/30),1n(6 + +/30)), (In(6 + +/30), In(6 — +/30))}.

2. Soit (z,y) € R2. Si (x,y) est une solution de (S3), alors, en soustrayant les deux premiéres équations, on obtient

chx — she = —1, ce qui se réécrit 2™ = —1. Ainsi ensemble des solutions de (S2) est .
Exercice 57. 1. Montrer que :
1 1
lim 2E+D
x—0 xT

2. Calculer la limite de la suite u de terme général u,, = (1 + %)", ol n e N.

Corrigé 57. 1. Lafonctionln : R™* — Ret f: | —1,+0] — R* sont dérivables, donc Inof est dérivable.
r — x+1
En particulier,
1 _
im n(z+1) —In(1)
z—0 rz+1-1

2. Soit n € N*. On pose N = % Alors
\" 1 In(14+ N
<1—|—> = exp (nln (1+)> :eXpM
n n N
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Or, avec la question précédente,

d’out

Exercice 58. Soit x un nombre réel non nul, et n un entier naturel. Le but de I’exercice est le calcul (ou plutot la

simplification) des sommes :

Cp(x) = 2 ch(kz) et Sp = Z sh(kx).
k=0 k=0
1. Rappeler la formule donnant la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison ¢ distincte de 1.
2. En déduire la valeur de : .
E, = Z ek,
k=0
3. Conclure.

4. Pouvez-vous en déduire une expression de :

D keh(kz) et Y ksh(kx) ?
k=0 k=0

n n+1l _ 1
Corrigé 58. 1. Siq#1, Z qk _a¢ —+
k=0 q-1
2. Puisque x # 0, e” # 0 et ainsi Z ehv — M.
frr er —1
3. On a d’une part :
Co(z) = ). ch(kz)
k=0
1 n
- 3ty
k=0
1 e(nJrl):n -1 e*(nJrl)I 1
o 5 ( et —1 + e~ T — 1]
1 e(”H)”‘/zshnTHx o—(n+l)z/2g) n+ 13:
= 5 +
2 1ew/2sh§ e—%/2gh — g
1 Shif
— ,721.(67&/2 +e—n9c/2)
2 sh?
n+
sh 2 T ng
= T Ch7
h=
9

FONCTIONS USUELLES - QUELQUES CORRIGES PAGE 5 SUR 11

car sh est impaire

PCSI2 - Lyciie H. POINCARE



D’autre part,

2
= T _
2sh (§> er/2 2sh (—7> e—v/2
1
sh <n;L :z:)
— ne/2 —nxz/2
= (§ e
2sh E) ( )
2

4. On remarque que, pour tout k € [0,n], z — ch(kz) est dérivable sur R et que sa dérivée vaut = —
kch(kx). T1 7suffit” donc de dériver les expressions obtenues pour conclure. Détaillons la premiére somme :

1
x —> sh (n;x) ch (%) est dérivable sur R, et sa dérivée est :
T n+lch n+1m Ch(@)—&—ﬁsh n+1x sh(y)
2 2 2 2 2 2/
Ainsi,
> 1 1 1 1 1
Z kch(kz) = —5——r <Sh (E) sh <n—|— x> ch (ﬁ) + nt sh <§> ch <n + x> ch (@) +
= sh?(xz/2) \ 2 2 2 2 2 2 2 2
Peh (f) sh nt 11: sh (E) .
2 2 2 2
De méme,

Bt = gy (3G () (5) ¢ 2 () () ()¢
() (") (5)).

Exercice 59. En appliquant le théoreme de bijection, déterminer le nombre de solutions de I’équation e* — 1 = 3z,
d’inconnue réelle x.

Corrigé 59. Posons f: R — R . [ est dérivable sur R et f': 2 — ¢ — 3. En particulier,
r — e —-1-3z

() 20e=¢e" >3 2 >In(3)

et
() =0 <=z =1In(3).

On en déduit que :

e f est strictement décroissante sur | — o0,1n(3)[ et continue. Or lim f(z) = +oo et liI]an(a;) =2 —3In(3).
r——00 r—In
r<In3

Le théoréeme de bijection assure alors que f réalise une bijection de | — o0, In(3)[ dans ]2 — 31n(3), +oo[. Puisque
2 —3In(3) < 0 (en effet, e < 3, puis e? < 9, puis €?/27 < 1/3 < 1, donc, en composant par In, 2 — 31In(3) < 0),
on obtient que f s’annule une unique fois sur | — oo, In(3)].

o f est strictement croissante sur | — oo, In(3)] et continue. Or lirfoo f(z) =+ et f(In3) =2—31n(3). Le théoreme

de bijection monotone assure alors que f réalise une bijection de [In(3), 400, [ dans [2 — 31In(3), +o[. Comme
avant, on obtient que f s’annule une unique fois sur ] — oo, In(3)].
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Finalement, I’équation admet exactement deux solutions dans R.

Exercice 69. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité, puis calculer la dérivée de chacune des
fonctions suivantes :

f1: 2+~ Arcsin(1 — 2?) fo i x> Arctan(z/1 — x)
fa:ix— Arccos(p%w) fo:ix—> M
f5 w3 forar— 4/

Corrigé 69. 1. Soit = € R.
—1<1-22<1e—= 2<22<0—=0<22<2— —V2<z<V2
Donc f; est définie sur [—+/2,4/2] en tant que composée de

[-v2,v/2] — [~1,1] par Arcsin

r — 1—22
De plus,
l—22=1 <=z=0 et 1—-2°=—-1<ze{-V2,V2},

d’out f; est dérivable sur E =] — /2,0[U]0,v/2[ en tant que composée des fonctions dérivables :

E — ]-1,1 par |]-1,1] — R

r — 1-—2? x +—— Arcsinx
Soit x € F. / op oy

ile) = p= d_222 |tvVe-a
2. SoitzeR. 1—2>20«<=x<1l,doncg: |—o,1] — R est définie en tant que composée de

r — 1l—=x

]—o0,1] — RT par Rt — R
x — l—=x x > NJx

De plus, 1 —x =0 <= x =1, donc g est dérivable sur | — o0, 1] en tant que composée des fonctions dérivables :

|-, — R'™ par R™* — R
x — l1—z r — Nz

Ainsi, h : £ —> x+/1 — x est définie sur | — o0, 1] et dérivable sur | — oo, 1[, de dérivée

1 2 —3x
Miz)=+v1—z— = )
(z) Yooz o/i-a

Puisque Arctan est définie et dérivable sur R, le théoréme de dérivation d’une composée assure que fo = Arctanoh
est définie sur | — oo, 1] et dérivable sur | — oo, 1[, de dérivée :

roN . 2—3x 1
fa(@) = V-7 1+ (avl—a)?

3. Soit x € R\{—1}.
Si x > —1, puisque la fonction inverse est décroissante sur R, on a :

1
<l<==0<

1+x z+1

Kle=l4+arx=21l<==2x2=>0.

Si z < —1, puis la fonction inverse est décroissante sur R™*, on a :

! <le= -1« 1

1<
rz+1 x+1

<0=l4zr< -1 x< -2
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Ainsi, f3 est définie sur | — 00,2] U [0, 400[ en tant que composée de

] —©,2]u 0,4+ — [-1,1] par Arccos.
1
r — pray
Par ailleurs, pour tout = € R\{—1},
1
=l=—z=0et — =—-1=z=2
z+1 +1
On en déduit que f3 est dérivable sur D =] — o0, 2[U]0, 40| en tant que composée des fonctions dérivables :
D — ]-1,1] par ]-1,1] — R
xr — %H x +—— Arccos
De plus, pour tout x € D,
—1 —1 —1
fi(x) = 5 X = —
(1+x) 1 (:14)? (1+z)\/(z+1)2 -1

. Comme ch > 1, on a, pour tout « € R, 14 ch(2z) > 0. Ainsi, 2 — In(1 + ch(2z)) est définie sur R en tant que
composée de

R — R™ par In.

x — 1+ ch(22)

On en déduit que f; est définie sur R* en tant que quotient dont le dénominateur s’annule en 0. Les fonctions
précédentes étant toutes dérivables, on obtient que fy est dérivable sur R*.

2sh(2
La dérivée de x — 1+ch(2z) vaut © — 2sh(2z), donc la dérivée de z — In(1+ch(2z)) est z — 1—|—Sc(h(§)x)
On en déduit que, pour tout = € R*,
2sh(x)
—————— —In(1+ch(2
() = T ehzg) (L F () ~ 2wsh(22) — In(1 + ch(22))(1 + ch(2z))
an x2 N 22(1 + ch(2z)) '

. f5 est définie et dérivable sur R en tant que composée de fonctions définies et dérivables sur R. De plus, pour
tout x € R,
2
fi(z) = 8x1n(3) x 3% 1,

. Soit z € R.
sinz =0 <=2 =0 [n],
donc z — 1/sin(x) est définie et dérivable sur R\{kn, k € Z}.
Soit x €] — 7, w[\{0}.
1

- >0<«<=sinz >0« ze]0,n].
sin(x)

Puisque  — 1/sin(z) est 2m-périodique, on en déduit que fg est définie et dérivable sur :

D= U 12km, 7 + 2km].
keZ

La dérivée de & — 1/sin(x) sur D est  — — cos(z)/sin®(x) donc, pour tout z € D,

cos(x) 1 3 cos(z)4/sin(x)

fo(z) = _sinz(x) 5 T 2sin?(x)

Exercice 71. Le but de I'exercice est I’étude de la fonction f définie par :

flz) = (\/1 —sin(2z) ++/1 + Sin(Zz)) GEE=e .
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1. On introduit la fonction g définie sur R% par g :  — xIn(x). Etablir le tableau des variations de g et déterminer
les limites de g aux bornes de son intervalle de définition.

2. Pour quelles valeurs du nombre réel z I'expression définissant f(x) a-t-elle un sens? On notera D ensemble de
ces valeurs.

3. Vérifier que f est m-périodique. Cette fonction est-elle paire ? impaire ?

4. Montrer que pour tout z € R,
1 —sin(2z) = | cos(x) — sin(x)] et 1+ sin(2z) = | cos(x) + sin(x)|.

En déduire que f est constante sur [O; g] N D et que, pour tout z € [% ;5 [ N D,

f(@) = exp(h(4 cos?())),

ou h représente la fonction définie pour tout z € ]0; 1[ U ]1; 4] par :

In(4 — x)
h(z) = —/——=.
@) =@
5. Montrer que f est dérivable sur |, Z[nD et exprimer sur cet intervalle la fonction f” a Iaide de la fonction h'.
6. Calculer h'(x) pour tout x € ]0; 1[n]1; 4].
7. En utilisant la question 1., déterminer le signe de h’ sur 0; 1] et sur |1; 2].
8. A Taide des résultats précédents, établir le tableau des variations de f (avec les limites) sur }% P 5 [ N D.
9. Tracer le plus précisément possible le graphe de f sur [—7; 7] n D.
Corrigé 71. 1. g est définie et dérivable sur R™ en tant que produit de fonctions dérivables, et pour tout = € R,

¢'(x) = In(z) + 1. Soit = € R.
J@)>0e=r)> -lesazel,

donc g est décroissante sur ]0,e!] et est croissante sur [e~!, +c0[. De plus, lir_r# g(z) = +0o0 et, par croissances
r——+00

comparées, lir% g(xz) = 0.
Tr—>

x>0

2. e Soit xeR.
1 —sin(2z) = 0 < sin(2z) < 1 < x € R,

donc, par composition de R — RT et de la fonction racine carrée, © —> 4/1 — sin(2z) est
x — 1—sin(2z)
définie sur R. De méme, puisque

1+4sin(2z) > 0 < sin(2z) > —1 < z € R,

on obtient que & — /1 + sin(2x) est définie sur R.

e Soit zeR. On a

1—sin(2z) = 0 (:){ 2x

VI + VT <0 { o0 = 0 L

ol p . , : s km
donc, par composition, z — In (\/1 —sin(2z) ++/1 + s1n(2x)) est définie sur R\{§ + =F, k € Z}.
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e Soit z € R.

|2cos(z)| < 0 <= 2cos(z) =0 =z = g (7],

donc, par composition, 2 —— In(|2cos(z)|) est définie sur R\{F + k7w, k € Z}. Par ailleurs, pour tout
reR\{§ +km, kel},

In(|2cos(z)]) =0 <= |2cos(z)] =1

<« cos(z) = —3 ou cos(z) = 3
— z=Z 2rlour=—-% 2rjouz =% [27] oux = —% [27].

Ainsi, x — Wio”‘ est définie sur R\{7 + km, %’r + 2k, —%’T +2km, T+ 2km, —% +2km, ke Z}.

e Finalement,
T km 27 2T T s
D=R\{—+—, — +2kmw, — + 2kmw, — + 2km, —— + 2k kel
\{4+4, g T 2km —= 4 2km, o 4 2km, — o+ 2km, ke }
i.e. L L
T T T T
D=R\{—+—, —+—, keZ
\{4+4,3+37 e},

3. Puisque sin et cos sont 27-périodiques, la m-périodicité de f est immédiate a vérifier. Comme sin est impaire et
cos est paire, la parité de f est également triviale.

4. Soit z € R.

v/1 —sin(2z) = 4/1 — 2sin(z) cos(z) = \/COSQ(l‘) — 2sin(x) cos(x) + sin?(z) = | cos(x) — sin(z)]|.

De méme,

1+ sin(2z) = \/cosz(m) + 2sin(z) cos(z) + sin?(z) = | cos(z) + sin(z)|.

Soit x € [0,7/4] n D. Alors cos(x) = sin(x), cos(z) = 0 et sin(z) > 0, donc

A/1 —sin(2z) + /1 + sin(2z) = 2 cos(z),

puis

In(2 cos x)
——~ | =e.
In |2 cos z|

F(w) = exp (

Soit x € [1/4,7/2[nD. Alors cos(z) < sin(z), cos(z) = 0 et sin(z) > 0, donc

v/1 —sin(2z) + /1 + sin(2z) = 2sin(x),

puis

5. Soit x €] — m/4,m/2[nD. D’apres la question 2., 4cos?(z) €]0,1[u]1,4[. Puisque les fonctions suivantes sont

dérivables :
|—n/4,7/2lnD — 10,1[U]1,4] , et h, et exp
x —> 4dcos’x

il S’ensuit que f est dérivable sur | — w/4,7/2[nD et, pour tout z €] — w/4,7/2[nD,
f!(z) = —8sin(x) cos(z)h (4 cos® ) f (x).
6. h est dérivable sur |0, 1[{u]1,4[ en tant que quotient de fonctions dérivables, et, pour tout x €]0, 1{U]1, 4],

Inz  In(4—2x)

i—e x_ chet(@-n)h@-o) _ g +g(-a)

In(z)? B (4 — x)In(x)?  z(4—2)In(x)?’

b (z) =
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7. On remarque que pour tout z €]0,4[, z(4 — ) > 0.
Soit z €]0, 1[. D’apreés la question 1., g(z) > g(e™), i.e. g(z) = —e~!. Par ailleurs, 4 — x €]3, 4], donc, puisque
g est croissante, g(z) = 3In3. Ainsi g(z) + g(4 — ) = —e ! +3In3 > 0 (en effet, In3 > 1 et —e~! > —1).
Finalement, pour tout z €0, 1], h'(z) < 0.
Soit z €]1,2]. Alors g(z) > 0 et, puisque 4 — z € [2,3[, g(4 — x) = g(2) = 0. Donc pour tout x €]1,2], h'(x) < 0.
Remarque : une étude sur |0, 2[ est suffisante car, pour tout 7/4 < z < 7/2, 0 < 4cos?(z) < 2.

8. Puisque lim 4cos?(z) =2 et lirra h(z)=1,ona: lim/ = e. Par ailleurs, lim 4cos?(x) =0 et limO h(z) =0,
x—m/4 r— z—7/4 r—T/2 r—
d’ou i =1.
ol C541121/2]“(:::)
De plus, lirn/340082(x) = 1. Or, si z €|n/4, /3|, alors cos(x) > 1/2, puis 4 cos?(x) > 1. Comme lim1 h(z) = +o0,
T i;)l
on en déduit que lim/ f(x) = 4+o0. De méme, si z €|n/3,7/2|, cos(x) < 1/2, puis 4cos?(z) < 1. Comme
T—1/3
z<7/3
lim1 h(z) = —c0, on obtient lim/ f(z)=0.
x— rx—1/3
z<1 z>m/3

Enfin, avec la question précédente et puisque pour tout z €|n/4,7/2[nD, sin(z) = 0, cos(z) = 0, f(z) = 0, on
obtient que f'(z) = 0, ce qui implique que f est croissante sur |x /4,7 /3] et sur |7 /3, 7/2[, ce qu’on peut résumer
avec un tableau de variations :

s s us
€ 4 3 2
+00 1
e 0
9. Finalement, on a :
| | Ya | I
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I I e I I
— | | | | _—
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | 1 | |
| | — I |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I >
0 i 5 7 F i i r
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