Espaces euclidiens

Exercice 561. Dans chacun des cas suivants, décider si 'application ¢ introduite est un produit scalaire sur I’espace
vectoriel F :

1. E = Ry[X] et pour tous P,Q € E,
¢(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1).

2. E=R,[X], zo,...,z, sont des nombres réels deux & deux distincts et pour tous P,Q € E,

n

P(P,Q) = > Plax)Q(ax).

k=0

3. B =%"([0,1],R) et pour tous f,g € E,

o(f 9) = f (1 —1t)f(t)g(t)dt.

0

4. E =%*([0,1],R) et pour tous f,g € E,

1
o(.9) = 1) + | 1 B
0
Exercice 562. 1. Soient E un espace préhilbertien et f un endomorphisme de F. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) VeeE, |f(@)]= ]| (2) VayeE, <f@) fly) >=<wy>.

2. Soient F un espace euclidien et f un endomorphisme de F vérifiant pour tout € E, | f(z)| = |z|. Montrer que
f est un automorphisme.

Exercice 563. Soit F un espace préhilbertien.

1. Montrer que pour tous z,y € F,
lz +yl* + o = yl* =2 (J«)* + |y]?) -

Pourquoi cette égalité est-elle appelée identité du parallélogramme ?

2. En déduire que pour tous z,y,z € F,
Jz =2 <2 (o —yl* + ]y - 2|?) .
3. Soit x,y € E. Montrer que
lz] =yl <= (z+y) L (z —y) zly<lzt+y|=]|z—yl
Quelles sont les interprétations géométriques de ces propriétés 7

Exercice 564. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

= nn+1)v/2n+1
;lk\/ﬁg e :

Exercice 565. Soient z1,...,x, n nombres réels strictement positifs tels que x1 + ...+ x, = 1. Montrer que

n
1
2
— =n".
— Li

i=1

Examiner le cas d’égalité.
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Exercice 566. Soient a,b deux nombres réels tels que 0 < a < b. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer
que
b—a

NG

Exercice 567. Montrer que application suivante est un produit scalaire :

Inb—1Ina <

fr R2 x R2 > R
((z;9), (59) = 3z’ + 2y +ya’ +yy'.

Déterminer une base orthonormale de R? pour ce produit scalaire.

Exercice 568. Dans R? muni du produit scalaire usuel, déterminer ’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base
(e1;e9;e3) ol
er=(L10), ex=(L0;1) et e3=(0;1;1).

Exercice 569. L’espace ¢°([—1,1],R) est muni du produit scalaire défini par

(fi9)= L f(t)g(t)dt.

Orthonormaliser dans cet espace préhilbertien la famille
(t— 1, t—t, t — exp(—t)).

Exercice 570. On considére F = Ry[X], muni de lapplication définie par (P, Q) = P(0)Q(0) + Sé P()Q(¢) dt.
1. Prouver que cette application définit un produit scalaire sur Ro[X].

2. Déterminer l'orthogonal de R;[X] et celui de Vect (X) dans E muni de ce produit scalaire.

Exercice 571. Munissons l'espace vectoriel E = ¢°([0;1],R) du produit scalaire usuel. Introduisons le sous-espace
vectoriel de E défini par
H={feE|[f(0)=0}.

1. Soit f e H*. A I'aide de la fonction g : t — tf(¢), montrer que f est nulle.
2. En déduire H et (HY)™.
Exercice 572. Soit E un espace préhilbertien. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

FrAF={0} FcF** FcG— G'cF* (F+Q)‘r=FnGt F+G'c(Fno)*t

Exercice 573. On définit la trace d’une matrice carrée A, notée tr(A), comme la somme des coefficients de sa diagonale
principale. On définit I’application

f: MpR)xM,(R) — R
(A,B) — tr(ATB)
Montrer I'application tr : M., (R) — R est linéaire et que pour tout A € M, (R), tr(A4) = tr(AT).
Montrer que pour tous 4, B € M,(R), tr(AB) = tr(BA).

Prouver que f est un produit scalaire sur M., (R).

= L o=

Montrer que M,,(R) muni de ce produit scalaire est un espace euclidien et montrer que la base canonique en est
une base orthonormale.

5. Montrer que pour tout A € M, (R),
tr(A4)? < ntr(AT A).

6. Déterminer I'orthogonal du sous espace vectoriel des matrices symétriques S, (R) dans M, (R).

1
Exercice 574. Pour tous A, B € R,,[X], on pose (A, B) = J A(z)B(z)(1 + 2?) da.
-1

1. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X].

2. Construire une base orthonormée de Ry[X] pour ce produit scalaire.
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Exercice 575. On travaille dans I’espace euclidien R* muni de son produit scalaire canonique. On introduit I’espace
vectoriel
A= {(x,y,z,t)eRﬂ x+y+z+t:0etx—y+z—t:0}.
On note p la projection orthogonale sur A.
1. Déterminer la matrice représentant p dans la base canonique de R?.

2. Déterminer la distance du vecteur v = (—3,1,0,2) a A.
Exercice 576. 1. Montrer que 'application

f: R? x R3 — R
((xyy;2), (2595 2") —  ad’ +ay +yx’ + 2yy + 2y’ + 22y + 5z2’

est un produit scalaire sur R3.

2. Notons P le plan d’équation z = 0. Déterminer ’expression de la projection orthogonale (relativement au produit
scalaire f) de R? sur P.

5 =2 1
Exercice 577. Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A = = | =2 2 2| Montrer
1 2 5

que f est une projection orthogonale (R3 est bien stir muni du produit scalaire canonique) sur un plan P que 1'on
précisera.

Exercice 578. 1. Montrer que 'application u : (P; Q) — Sé P(t)Q(t) dt munit Rp[X] d’une structure d’espace
vectoriel euclidien.

2. Déterminer une base orthonormée de Ry[X] pour ce produit scalaire.
3. En déduire

1
min f (t* — at — b)* dt.
(a;b)eR? Jq

Exercice 579. On note F 'espace vectoriel des fonctions continues et 27-périodiques sur R. Pour tout f,g € E, on
pose

(frg)= % ﬂf(t)g(t) dt.

0

On admet que {-,-) définit un produit scalaire sur E.

1 us
1. Justifier que pour f,g € E, {f,g9) = - f(®)g(t)dt.

2. Rappeler les formules donnant la linéarisation de cos(a) cos(b), sin(a) sin(b) et cos(a) sin(b).

3. Pour k € Z, on définit les fonctions fi et gi par :
Vx € R, fr(x) = cos(kx) et gi(x) = sin(kx)

Soit n € N*. Vérifier que la famille 7 = (f1, fo,..., fn,91,--.,gn) est orthonormale.
4. Que peut-on dire de la famille (fo, f1,..., fn, g1,---,9n) 7

5. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par cos et f: x +— cos(2z). Déterminer le projeté orthogonal sur F' de
la fonction u = sin?.

Exercice 580. Soit F un espace euclidien. On dit qu’un endomorphisme f de F est autoadjoint si et seulement si,
pour tous z,y € E, (f(x),y) =z, f(y))-
1. Soit f un endomorphisme autoadjoint de E.

(a) Montrer que la matrice représentant f dans une base orthonormale de F est une matrice symétrique.
(b) Montrer que Im(f) est orthogonal de Ker(f).

2. Soit p un endomorphisme de E. Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si p?> = p et p est
autoadjoint.
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